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V o r w o r t. 



Die Geschichte der Auedehnungslehre oder der Wi6sen6chaft 
von den extend v en Grosen ist eine fehr kurze. 

Die Idee derfelben ist zuerst um 1700 n. Chr. von Leibniz an- 
geregt. Er nennt diefelbe eine geometrische Charakteristik und rtihmt 
von ihr, dass lie ftir jede Aufgabe der Raumlehre zugleich Ltffung, 
Zeichnung und Beweis auf einfache Weife gebe, dass fie ebenfo die 
Bewegungslehre oder Mechanik neu begrtinde und fUr die Erforschung 
des innern Baues der Korper Groses leisten mtlsse, ja dass fie auch 
auf andere Dinge der Ausenwelt die reichsten Anwendungen zulasse. 

Nach Leibniz hat diefe Idee lange geruht. 

Zwar hat mein Vater, der Professor Justus Grassmann ^Raumlehre 

Teil IP Berlin 1824 Seite 194 und ferner „Trigonometrie" Berlin 1835 

Seite 10 das Rechteck beztiglich das Parallelogramm als das wahre 

^ geometrische Produkt und die Konstruktion desfelben als die eigentliche 

>• geometrische Multiplikation aufgefasst. Zwar hat „Mobius barycen- 

cs trischer Kalkttl" Leipzig 1827 die Addition der Punkte und Bellavitis 

^ in „Annali delle scienze de^ regno Lombardo-Veneto" 1835 und 1837 

> die geometrische Addition der Strecken, fowie unabhangig von ihm 

auch „M6bius Mechanik des Himmels, Leipzig 1843 u gleichfalls die 

geometrische Addition der Strecken gelehrt. Aber alle diefe Verfuche 

blieben doch nur vereinzelt und kamen nicht zu einer allgemeinen 

Auffassung der Sache, fondern blieben nur in einzelnen geometrische^ 

Betrachtungen befangen. 

Der erste, der die Idee der Ausdehnungslehre als eines neuen Zweiges 
der reinen Matherrfatik aufgefasst und auseebildet hat, ist mein Brudcr 
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TV Ausdehnungalehre. 

Hermann Grassmann gewefen. Derfelbe machte im Winter 1839 bis 
1840 eine grose Arbeit ttber die Ebbe und Flut, studirte dazu Lagrange 
mecanique analytique und Laplace mecanique celeste, verfuchte bei 
diefen Arbeiten die Sache durch Addition bez. Multiplikation der Be- 
wegungen zu vereinfachen, und kam fo zunachst zu einer Reihe von 
Gefetzen Uber Addition und Multiplikation von Strecken bez. Bewegungen. 
Er verfolgte die Sache in den folgenden Jahren weiter und gab ^Die 
lineale Ausdehnungslehre tt Leipzig 1844 heraus. In diefem Werke geht 
er noch vorwiegend von geometrischen Grosen, bez. statischen Mo- 
menten aus und fucht daraus die Gefetze der neuen Wissenschaft zu 
gewinnen. Auch die Preisschrift ^Geometrische Analyfe a , geknttpft 
an die von Leibniz erfundene Charakteristik" Leipzig 1847 steht noch 
ganz auf diefem Standpunkte. Am 15. September 1845 lehrte nun 
auch Saint- Venant in Paris, ohne das Werk des Bruders zu kennen, 
die . geometrische Multiplikation der Strecken in „Comptes rendus" 
Paris 1845, Tom. 21, S. 620 ff. Der Bruder fandte daher zwei Exem- 
plare feines Werkes an Cauchy in Paris, eins filr Cauchy, eins filr 
Saint-Venant; der Empfang der Bttcher ist bestatigt. Cauchy hat da- 
durch angeregt, ahnliche Betrachtungen angestellt und demnachst 
„Comptes rendus" Paris 1853 eine Methode veroffentlicht, urn ver- 
mittels gewisser fymbolischer Grosen, welche er clefs algebriques nennt, 
algebraische Gleichungen und verwandte Probleme zu lofen; eine Me- 
thode, welche genau mit der in H. Grassmann Ausdehnungslehre von 
1844 (§ 45, 46 und 93) dargestellten tibereinstimmt. Er ist dabei 
offenbar in dem Glauben gewefen, dass diefe Methode von ihm her- 
riihre, indem er vergessen hatte, woher er die Anregung zu diefer 
Methode erhalten hatte. Der Bruder glaubte es der Sache schuldig zu 
fein, dass er eine Prioritats-Reklamation an die Parifer Akademie fende ; 
diefelbe ist, wie die „Comptes rendus Tom. 38, S. 741 u berichten, im 
April 1854 einer Kommission zur Prilfung und Berichter,stattung ttber- 
geben; allein weder Cauchy, noch diefe Kommission haben ein Wort 
dartlber verlauten lassen. Es ist die Prioritat des Bruders alfo un- 
zweifelhaft. 

Im Jahre 1847 verbanden iich nun die Brttder Hermann und 
Robert Grassmann, um die Ausdehnungslehre, unabhangig von der 
Geometrie, als eignen Zweig der reinen Mathematik in strenger Form 
durch Formentwicklung abzuleiten und bis zu den Grenzen ihres 
Geltungsgebiets zu entwickeln. Das damals ausgearbeitete Heft von 
132 Seiten ist noch heute im Befitze des Verfassers. f In diefer gemein- 



Vorwort V 

f&raen Arbeit behandelten lie zunachst die G^bietslehre bis czu den Ge 
bieten nter Stufe und der Unabhangigkeit derfelben von den ursprUng- 
liehen Einheiten und gewannen hier bereits den Satz, dass die Summe 
der Stufenzahlen zweier Gebiete gleich der Stufenzahl des beide um- 
fassenden oder des verbindenden Gebietes plus der Stufenzahl des beiden 
gemeinechaftlichen Gebietes fei, 

Sie leiteten demnachst die verschiedenen Arten der Multiplication 
ab und kamen bereits damals zu den drei Arten derfelben : der Flachung, 
welche fie ausere Multiplikation nannten, der Schattung oder der innern 
Multiplikation und der additiven (algebraischen) Multiplikation. 

Bei der Flachung oder ausern Multiplikation leiteten lie zunachst die 
Gefetze der Flachung, namentlich die Gefetze uber den Zeichenwechfel 
bei Vertauschung der Fache oder Faktoren, fowie die Gefetze der 
linealen Aenderung ab, behandelten dann das Produkt zweier Grosen 
hoherer Stufen oder die Flache der Flache und die Sum-men diefer 
Flache und entwickelten die Gefetze der bezttglichen Flachung, wie die 
der Erganzungen zum Hauptgebiete und die der ZurUcklcitung auf ein 
Gebiet. 

Bei der innern Multiplikation (der Schattung) leiteten fie die Be- 
ziehung der innern Multiplikation zu der Multiplikation der Erganzungen 
ab, ebenfo die Sfttze, wann das innere Produkt Null wird, fowie den 
Satz ttber die Gleichheit der innern Quadrate, oder mit andern Worten 
den Satz filr die Einftlhrung der Winkel. 

Bei der additiven Multiplikation (der Flechtung) endlich entwickelten 
Re die Gefetze derfelben, fiihrten demnachst den Quotienten ein, leiteten 
die Gefetze ftlr die Divifion ab, wie fiir die Affinitat und die Multipli- 
kation der Quotienten, und gelangten zu den Potenzen der Quotienten 
wie zu den Produkten mit einer und mehren Lttken und zu dem 
polynomischen Lehrfatze fllr diefe Art der Produkte. Fassen wir dem- 
nacb Alles zufammen, fo waren in diefem Jahre bereits alle Zweige 
der Ausdehnungslehre in «trenger Form entwickelt, wenn gleich die 
Form noch vielfach zu wllnschen (lbrig lies und die Details diefer 
Zweige teilweife noch nicht entwickelt waren. Welchen Anteil jeder 
der beiden BrUder an den Refultaten diefer gemeinfamen Arbeit 
hatte, lasst fich nicht mehr genau feststellen, indem bald diefer bald 
jener entscheidend eingi-ifF und Schwierigkeiten ttberwand. Jeder von 
beiden Brtidern fUhlte, dass er allein erlahmen wttrde, wenn er die 
Ideen mit eiferner Konfequenz bis in die letzten moglichen Operationen 
verfolgen wollte,. und dass fie nur mit vereinten Kraften die Sache 
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zwingen konnten. Es haben eben beide zufammengewirkt und jeder 
feinen Teil beigetragen. Es will aber der Verfasser, Robert Grassmann, 
indem er dies Verhaltniss darlegt, keineswegs fiir fich einen Anteil an 
der Erfindung der Ausdehnungslehre vindiciren: diefe Erfindung ist und 
bleibt das alleinige geistige Eigentum von Hermann Grassmann. Dem 
Robert Grassmann kommt nur das Verdienst zu, auf die Allgemeinheit 
der Auffassung und auf die Strenge der Form hinge wirkt und dadurctr 
an der Lofting der Schwierigkeiten mitgewirkt zu haben. 

Wie viel Wert beide Brttder auf diefe Art des Zufammenarbeitens 
i A legten, das zeigt fich darin, dass fie, fobald es wieder moglich war, 

*' nochmals in den Jahren 1855 und 1856 diefe Art des Zufammen- 

wirkens verfuchten. Aber fie waren inzwischen zu verschiedene Wege 
gegangen, die bisherige Form des Zufammenarbeitens wollte nicht mehr 
gelingen. Sie ftlhrten daher die neue Form ein, dass der eine Bruder 
die eine Woche die Ausarbeitung felbstandig vornahm, diefe Arbeit 
vortrug, der andere Bruder dann die Kritik ttbte und feinerfeits ein£ 
Woche die felbstandige Arbeit machte und fo umschichtig. Die Arbeit 
ward dadurch fehr wefentlich gefordert. Als diefe Arbeit beendet war, 
erkannten die beiden Bruder, dass die Arbeit foweit vollendet fei, als 
fie durch gemeinfames Arbeiten gefbrdert werden konne. Sie teilten 
fich daher die weiteren Arbeiten, wobei nur bemerkt werden moge, 
dass fie auch die Zahlenlehre, die Logik und die Kombinationslehre in 
ganz gleicher Weife gemeinfam bearbeitet hatten. Hermann ubernahm 
die Herausgabe der beiden mathematischen Zweige: der Arithmetik 
und der Ausdehnungslehre, Robert Ubernahm die Herausgabe der beiden 
philofophischen Zweige: der Logik und der Kombinationslehre. 

Hermann Grassmann hat zuerst feine Aufgabe gel^ft. Er gab 
1860 „Die Arithmetik" und 1862 „Die Ausdehnungslehre vollstftndig 
und in strenger Form" Berlin bei A. Enslin heraus. In diefem Werke 
find afle Zweige der Ausdehnungslehre und auch die Anf&nge der 
Funktionenlehre der ausgedehnten GrSsen oder der Erweiterungslehre 
dargestellt. 

Viel sp&ter als der Bruder Hermann ist Robert Grassmann dazu 
gekommen, feine Aufgabe zu lofen. Erst im Jahre 1872 gab derfelbe 
die Logik und die Kombinationslehre und auserdem die Formenlehre 
oder Mathematik, eine gedr&ngte kurze Ueberficht der fttnf Zweige: 
der Grosenlehre, der Logik, der Kombinationslehre, der Zahlenlehre 
und der Ausdehnungslehre heraus, in welcher letztern er die mannig- 



i '■j-*'*'-' 



1 



Yorwbrfc. VII 

fachen Beziehungen darstellt, welche diefe Zweige unter einander 
bieten. 

Die Ausdehnungslehre hat durch die Ausgabe des Werkes H. Grass- 
maim „Die Ausdehnungslehre vollstandig und in strenger Form" Berlin 
1862 ihre Ausbildung ais eigener Zweig der Mathematik erfahren. 
Leider ist der Bruder Hermann Grassmann bereits 1877 gestorben, das 
Werk gegenwartig vergriffen. Ein e neue Ausga be desfeiben durch den 
Sohn _des Ver gtorbenen j gt__in_Vorbereitung begriffen; lb nst hat es Nie- 
mand unternommen, diefen wichtigen Zweig der Mathematik auszu- 
arbeiten und neu darzusteUen. 

In der Mathematik durfte diefer wichtige Hauptzweig der Mathe- 
matik mit feinem htihern Zweige, der Erweiterungslehre, jedenfalls nicht 
fehleu. Ueberdies war der Verfasser durch die gemeinfamen Arbeiten 
mit feinem Bruder Hermann Grassmann, wie wohl nur wenige andere 
eingeweiht in die Gedanken und in die Entwicklung diefes Buches, 
hatte wiederholt an dem Zweige gearbeitet und konnte diefem Haupt- 
zweige der Mathematik durch die Vergleiche und durch die Heran- 
ziehung der andern Hauptzweige der Denklehre eine erneute und in 
einzelnen Begriffen wohl noch verbesserte und klarere Gestaltung 
geben. Der Verfasser hat daher diefen Hauptzweig neu ausgearbeitet. 
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Die Idee der Ausdehmmgslehre. Zum leichten Verstandnisse der 
Ausdehnungslehre ist es wichtig, dass man flch mit der Idee der Ausdehnungs- 
lehre vertraut mache. 

In der Zahlenlehre hatten wir nur eine Einheit, die Eins, und erzeugten 
durch fortschreitendes Zufiigen der Eins die Zahlen, welche wir fammtlich unter 
einander ungleich fetzten und dann weiter verkniipften. 

In der Ausdehnungslehre fetzen wir nun verschiedene Einheiten, und nennen 
eine Gr8se eine neue Einheit, wenn fie fich nicht als VielfachenTumme der andern 
Einheiten darstellen lasst. Wie bei alien mathematischen Zweigen gilt auch bei 
ihr das Gefetz der mathematischen Zufiigung, dass alle durch fortschreitendes 
Zufiigen (liefer Einheiten enstandenen GrOsen fammtlich einander wie den Einheiten 
ungleich fein follen, mit andern Worten, auch hieraus folgt, dass fich nicht eine 
Einheit als Vielfachenfumme der andern Einheiten darstellen lasst, dass fich 
alfo nicht 

e t =: otj e 2 -(- «3 e 3 +• • •+ «n e n fetzen lasst, wo a 2 , a 3 » •<% reine oder 
reelle Zahlen find. 

Fur die Ausdehnungslehre gilt, wie fur alle Zweige der Denklehre, die 
Einigung beim Fugen. Es gilt hier aber auch die Vertausehung-, denn will man 
( e i + e a) + ( e i + £*) zufiigen kdnnen, fo muss man Hi und e 2 vertauschen diirfen 
und erhftlt dann 2 (e t -\- e2) =s ei -\- e t -\- e 2 + e 2 =r 2ej + 2^. Es gelten 
dann auch fur die Ausdehnungslehre alle Gefetze des Zufiigens und Abziehens, 
des Vervielfachens und des Teilens mit Zahlen, wie bei der Zahlenlehre. 

Es gelten dann aber auserdem zunachst die folgenden Gefetze. Wenn 
a t 6j -f- a 2 e 2 -{•» --{- ct n e n = ist, fo miissen a ln a 2 .« • >a n fammtlich gleich Null 
fein*, denu follte auch nur eine z. B. a ± ungleich Null fein, fo k6nnte man alle 
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Glieder durch a x teilen und erhielte dann e t -J- — e 2 -|- • • • -f- — e n =0, d. h. et 

als eine Vielfachenfumme der andern, was gegen die Erklarung der neuen Ein. 

heit ist. 

Ferner find in der Ausdehnungslehre zwei Grosen 

a = a x e t -(- a 2 e 2 -J" ' " ' + a n e n un d t> = /3 t ej -J" p 2 e, i ~h * * ' ~H Pn e n dann u "4 
B. Grassraann, .Ausdehnungslehre. \ 
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Ln anch die Einfaclien oder Einheiten 



miteinander weben oder multipliniren. Auch hier muss fur das Weben Einigung 
gelten, wenn man llberhaupt Form vera n den ingen Bulassen will. Dagegen dnrf 
man nicht ee = e fetzeu, denn beaehtet man, dass naeh der Griisenlehre e-J. = e 

und auch 1 = — ist, To erh&it man dann 

d. h es werden dann alle Einfachen gleich 1 und wir find dann wieder in der 
Zahlenlehre, nicht in der Ausdehnungslehre. 

Wir mussen alfo ee ungleich e fetzeu, das Einl'achste ist ee gleich Null zu 
fetzeu. Soil dann auch eine andere Gri)se als Einf aches oder Einheit gefetzt 
werden kOnnen, z. B. e, -|- e 5 , fo crgiebt fich 

= (e[ + ej) (e, -j- e,) =i e, e, + e t ej -(- e 5 e, -±- e.j Cj d. h. da e, e, = ond 
ej 'ej = 0, To bleibt = e, e 3 -(- e a e ( oder t t Cj = — e, e 2 . 

Diefe Art der Webung nennt man eine Flachung (kombiiiatorischc Mullipli- 
kation), das Ergebniss ein Flach. Fiir die Flachung find alfo nur die Flache 
verachiedener Einheiten ungleich Null und gilt keine Vertauschung. Zur Unter- 
echeidung von andern Zeugen oder Produkten fetzt man das Flach in scharfe 
Klammer, alfo [e, ej. 

Wir konnen aber auch e„ e a ungleich Null fetzen, Set/en wir hier das 
Zeug oder Produkt verschiedener Einheiten gleich Null, fo erhalten wir die 
■unere Webung, welche fich jedoch leielit auf die Flachung zurtlckfilhren liisst, 
Die Flachung ist daher die eigentliche Webung der Ausdehnungslehre. 

Man kann endlich fowohl das Zeug oder Produkt gleicher Einheiten, als 
crscMedener Einheiten ungleich Null fetzen und dann Vertauschung 
ii. dann erhiilt man 

i| +es) = «i e, + e,-e 5 -{-e a -e, + ej e a ~ (e, e, + ej e,).+ 2e, e 5 
5 heist dann eine Flechtung, das Ergebniss ein Flecht, (dies Flecht 
;anz der Richtgrose oder komplexen Grose a -|- ib in der Zahlenlehre, 
- 1) '* ist). Diefe letzte Art der Webung gehort aber nicht mehr der 
jslehre, fondern dem hohern Zweige der Ausenlehre oder der Syh- 
ich der Erweiternngslehre, an. 

1. Die Grundgeietze der Grosenlelii'e. i 

arung. Die Ausdehmmgslelire oder die niedere Synthetic 
weig der Hathematik, for welohen auch Grftsen mit ver- 
i Einheiten zugefngt and gewebt werden nnd fiir. welohen 
oder Produkt mehrer Einheiten wieder eine neue Einheit 



3 Die Grundgefetze der Grftsenlehre. 2 — 5. 

Erkl&rung. Die Ordsen der Ansdehnungslehre find entweder 2. 
Einheiten, oder Vielfache der Einheiten oder Vielfachenfnmmen. Die 
Vielfachensnmme der Grdsen sl u a 2 ,- • *a n heist eine Grdse von der 

Form a t s. t + «2 *2 + • • • + « n a n = fe eta aa, die reinen oder reellen 

Zahlen a tt a 2 >- • -an heisen die Vorzahlen oder die Koeffizienten, die 
Ordsen a i9 aa,- • • a n heisen die Grdsen der Vielfachenfnmmen. 

Satz. Flir die Ansdehnnngslehre gelten die Grnndformeln nnd 3. 
darans abgeleitet folgende Gefetze der Grdsenlehre. Man kann ohne 
Aendernng des Wertes 

1) jede Fins- nnd Malklammer beliebig fetzen oder weglassen 
nnd die Ordnnng der Stucke beliebig tadern, 
' 2) beim Weben oder Mnltipliziren jede Beziehnngsklammer anf- 
ldfen, indem man jedes Stuck des einen Faktors mit jedem 
des andern webt oder mnltiplizirt. 
3) Das Ergebniss jeder diefer Kntipfungen ist wieder eine Ein- 
heitsgrdse, das Zeug oder Frodnkt der Einheiten ist wieder 
eine Einheit. 

Beweis: Unmittelbar, da alle Zweige der Mat-hematik nur Zweige 
der Grosenlehre find, wie fie oben in der Grdsenlehre entwickelt und 
bewiefen ist. 

Es ist zweckmasig hier darauf aufmerkfam zu machen, dass man zwar die 
Ordnnng der Stiicke beliebig andern kann, nicht aber die Ordnung der Fache 
oder Faktoren, fur welche keine Vertauschung gilt. Es ist zwar aa = aot, wo a 
eine Zahl ist; aber nicht ist e t e 2 =5 e 3 e t . 

Satz. Flir die Grdsen der Ansdehnnngslehre gelten alle Gefetze 4. 
der Zahlenlehre liber das Zuftgen nnd Abziehen nnd liber das Verviel- 
fachen nnd Teilen mit Zahlen. 

Beweis: Die Grdsen der Ausdehnimgslehre find entweder Einheiten 
oder Vielfachenfummen von Einheiten. Fttr die Einheiten der Aus- 
dehnungslehre gelten nun genau diefelben Erklarungen, wie fUr die Ein- 
heitender Zahlenlehre, mithin gelten 'audi fttr die Einheiten der Aus- 
dehnungslehre und fur die aus ihnen abgeleiteten Vielfachenfummen alle 
Gefetze, welche in der Zahlenlehre aus diefen Erklarungen abgdeitet 
find, d. h. alle Gefetze des Zufiigens und Abziehens, alle Gefetze des 
Vervielfaehens und Teilens mit Zahlen. 

Erkl&runjg. Einander erfetzend heisen zwei Vereine von 5. 
Gleichnngen, wenn fich jeder von den beiden Vereinen ans dem andern 
ableiten lasst. 

1* 



1 



r. 



6 — -8. Ausdehnungslehre. 4 

6. Satz. Wenn eine Ordse b das Vielfache aa ist einer andern 

b 
Grdse a £ 0, fo kann man statt — die Zahl a fetzen, oder es ist 

a 

aa 

= a, wenn a > 0. 

a v 

Beweis: Unmittelbar aus Satz 4 und Zahlenlehre 167. 

7. Satz. Wenn zwei Grosen a und b, deren zweite nicht Null ist, 
Vielfache find derfelben dritten Grdse c, fo kann man statt die erste 
dutch die zweite zn teilen, die Vorzahlen entsprechend teilen oder 
es ist 

- = - -, wenn /Sc £ 0. 

Beweis: Unmittelbar aus Satz 4 und Zahlenlehre 182. 

8. Satz. Eine Gleichnng, deren Glieder alle Vielfache find der- 
felben Grose a ungleich Null, wird dnrch eine Zahlgleichung er- 
fetzt, welche man erh&lt, indem man in alien Gliedern die Grdse a 
fortl&sst oder 

die Gleichnng aa + /?a + • • • = ft i a + £i a + • • • 
wird erfetzt dnrch die Zahlgleichung 

a + H = «i -f Pi H 

Beweis: Unmittelbar aus Satz 6, wenn man beide Seiten durch 

a £ teilt. 



5 9—10. 



Erster Abschnitt der Ausdehnungslehre : 

Die Gebietslehre. 



2. Die freien und die horigen Grosen. 

Erkl&rung. Hdrig zu den Grdsen a t) a 2 , • • -an heist eine 3. 
Grdse b, wenn fie fich ah Vielfachenfumme diefer Grdsen darstellen 
l&sst, oder wenn 

b = a x a 4 + cti a 2 -{ • • • -r « a = ^ «a a ft ist. 

Frei von den Grdsen a,, a 2 , - • • a n heist eine Grdse, wenn fie 
fich nicht als Vielfachenfumme diefer Grdsen darstellen l&sst. 

Eine Eeihe von Grdsen ist eine freie Grdsenreihe, oder die 
Grdsen find gegenfeitig frei, wenn jede frei von alien andern ist. 

Eine Hdrigkeit oder Abh&ngigkeit herrscht in einer Grdsen- 
reihe, wenn fich irgend eine derfelben als Vielfachenfumme der andern 
darstellen l&sst. 

Deckend oder kongruent heisen zwei Grdsen ungleich Null, 
wenn die eine das Vielfache der andern ist. Das Zeichen des Deckens 
ist = z. B. a = b. 

Satz. Jede Einheit ist von alien andern Einheiten frei. Jede 10. 
Vielfachenfumme von Einheiten ist zu ihren Einheiten hdrig. 

Beweis; Wir haben flir die Mathematik festgestellt, dass die 
durch fortschreitendes Zufilgen von Einheiten entstandenen Grosen (ammt- 
lich einander und den Einheiten ungleich fein follen, dass alfo audi nicht 
eine Einheit einer Vielfachenfumme der andern Einheiten gleich fein 
kann; daraus folgt der erste Teil des Satzes, der zweile folgt unmittel- 
bar aus 9. 



11 — 13. Ausdehnungalehre. (> 

£3 ist dringeud zu wunscheu, dass fich jeder ein anschauliches Bild von 
den Verhaltnissen mache, damit er die Verhaltnisse finnlich anschaue und Sicher- 
heit in den Betrachtungen gewinne. Ein ausgezeichnetes Hulfsmittel zu diefem 
Zwecke bieten die raumlichen Verhaltnisse. 

Sei alfo AB die Einheit ej und fei AC auf derfelbeu oder auf einer gleich- 
P laufenden Linie doppelt fo lang, fo ist AC = 2ei, fei AD amal fo lang, fo ist 

AD = oeei und find alle diefe Strecken gegenfeitig deckend. Sei dagegen AE 
auf einer Linie, welche die obige schneidet, fo kann AE nie einem Vielfachen 
von e t gleichgefetzt werden, es ist alfo von e t frei und kann als eine neue Ein- 
heit e a gefetzt werden, dann find alie Strecken auf der Linie AE Vielfache von 
ea, alfo AF = 0e 2 . 

Setzcn wir nun AD uud AF an einander, 
in der Weife, dass DG gleichlaufend und gleich- 
lang mit AF ist, fo ist die Strecke AG = 
AD + AF = ae t -\- /*e 2 alfo eine Vielfachen- 
fumme von ej und e 2 , und zu diefen beiden 
Einheiten horig, wiihrend ei und e 2 gegen- 
feitig frei find. 

Es wird nun nnfere Aufgabe fein, auch 
fur andere Grosen zu unterfuchen, wann. fie gegenfeitig frei find, wann nicht. 

H Satz. Null ist zu jeder Grdsenreihe hdrig. 

Beweis: Was auch a A a^-- filr Grtfsen fein mflgen, fo ist 

= S aflaa wo a a = (nach Zahlenlehre 134 und 174) 
12 Satz. Eine Grose, welche zu den Grdsen a t  • • • a n hdrig ist, 

vervielfacht oder teilt man mit einer Zahl, indem man die Vorzahlen 
mit diefer Zahl vervielfacht oder teilt. 

Beweis: Es fei die Grose b = cti aj -f- a 2 a 2 -f- • • • -f- a n a n und 
fei (i eine Zahl, fo ist 

1. jJb = 0(cti aj -f- a 2 a 2 + • • + a n a n ) 

(nach Satz 4 und Zahlenlehre 169) 

b 1 1 1 1 

2. Ebenfo ist — = — b = --a x aj -f- - a 2 a 2 + • • -f s <*n a n 

P P P P P 




(nach 12 9l ) 



«i , «2 , , an 

p p p 



(nach Satz 4 und Zahlenlehre 180) 

13 Satz. Eine Grdse, welche mit einer zweiten zu denfelben Grdsen 

a t • • • a n hdrig ist, fugt man zu oder zieht man ab, indem man die 
entsprechenden Vorzahlen der Grdsen at • • a n zufugt oder abzieht. 

Beweis: Es fei b = ft & t + ft a-j +  • -f jJ n a n uud 
c = y x aj -J- y 2 a 2 + • • u r Y* a n , fo ist 



7 Die freieo und die horigen Grosen. # 14-7-15. 

1. .b-'fj- c= $ x a t 4-- & ^2 + ,,r f ft a n + (ft a t .4- fa a^^- •-•• + ?» *») 

' "•*. ' . = (ft + ft) a i -f (ft + ft) a^ 4 h (ft'± Xn) a n • 

(nach 3 und Zahlenlehre 183) 

2.» b — c. Uro den Satz fur b — c zu beweifen und Satz 13 5l an- 

w&nden zu konnen, mttssen wir statt b % — c die Grosen b-4~( — c) 

= b + ( — 1) c nehmen, welche nach Satz 4 und Zahlenlehre 133 

gleich b — c find. Dann ist 

b — c = b + ( — 1) c = ft a i + ft &2 + • • + ft an . ! 

+. ( — 1) (ft a t -f y 2 aa + • • + yn a n ) 
= ft a t + ft a 2 + • • + ft a n + ((— 1) ft ^ 

+ (— 1) ft *a +. • • ;f t — 1 ) ? n an ) < nacl1 V§ 

= (ft + (— 1) ft)a,4-(ft + (— l)ft)a2+- -+(ft + (— l)yn)a n 

(nach 13, t ) 

=? (ft — ft) a t + (ft — y 2 ) a 2 -| h (0 n — y n ) a n 

(nach 4 und Zahlenlehre 133) 
Satz. Zwischen n Grdsen a t • • -a n herrscht dann und nur dann 14. 
eine Httrigkeit, wenn fich eine Gleichnng 

"oiaj + ••• +a n a n = 
aufstellen lasst, in welcher wenigstens eine der Zahlen a a ungleich 
Nnll ist. 

Beweis: 1. Wenn in der Gleichung cti a t + • • • 4" «n a n = 
auch nur eine der Zahlen z. B. a v ungleich Null ist, fo lasst iich die 
Gleichung durch a t teilen und ist 

a t = - a 2 3 ~ a 3 • a n (nach Satz 12 und 13), 

2. Wenn eine der Grosen &t • • »an, z. B. a* zu den_andern horig 
ist, fo fei 

&i — ft a 2 4* • * 4~ ft a n, 
fo ist — a t 4" ft a 2 4" * • + ft a n = (nach Zahlenlehre 135) 

und ist alfo mindestens die Vorzahl von a t d. h. a x ungleich Null. 

Satz. Eine Grdse, welche zu der freien Grdsenreihe a t • • • a rt 15. 
horig ist, ist dann und nur dann Null, wenn ihre n Vorzahlen Null 
find oder die Gleichung (a) a t a t + a 2 a 2 4- • • + a * ** = 0, wo ai • • -an 
eine freie Grdsenreihe, wird erfetzt durch die n Zahlengleichungen 
(b) a x = 0, a 2 = 0, • • • , a n = 0. 

Beweis: 1. Angenommen, es ware eine; der Vorzahlen ungleich 
Null, To wilrde nach Satz 14 zwischen den Grosen a t •■•.• a n ein.Horigf; 
keit herrschen, was wider die Vorausfetzung i«t. Gilt alfo die jGrleichung 
(a), To gelten auch die n Gleichungen (b). . .. ...--.=? 
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10 17, • Ausdolmungslehre. 8 

2. Umgekehrt, wenn die nGleichungen (b) gelten, to folgt daraus 
auch nach Zahlenlehre 134 und 174 die Gleichung (a); alfo find beide 
Vereine von Gleichungen einander erfetzend. 

16. Satz. Zwei Grtsen, welche zu derfelben freien Grdsenreihe 
a t - • • a n hdrig find, find dann und nor dann einander gleioh, wenn 
ihre n zu denfelben freien Grdsen gehdrigen Vorzahlen einander gleioh 
find oder 

die Gleichung (a) a l €L l J ra 2 & 2 -\ — • -f ana n =ft a t +ft*2H hft*»> 

wo af-an eine freie Grdsenreihe, wird erfetzt durch die nZahlen- 
glei hungen 

(b) dx = ft, *2 = ft» • ' •» «n = ft. 

Beweis: Aus der Gleichung (a) folgt nach Zahlenlehre 135 und 
Ausdehnungslehre 13 

(di — ft) a t + («2 — ft) a 2 -} 1- (an — ft) a n = 0. 

Diefe Gleichung aber wird nach Satz 15 erfetzt durch die 
n Gleichungen 

a t — ft = 0, a 2 — ft = 0, • • -, On — ft = 0, 
d. Ik nach Zahlenlehre 135 durch die n Gleichungen 

«i = ft, «2 = ft, • • •> «n = ft. 

17. Satz. Jede Gleichung, deren Glieder Vielfache find von Grdsen, 
welche fammtlich zu der freien Grdsenreihe g, • • -gn gehdrig find, 
wird erfetzt durch n Zahlengleichungen, welche man erhalt, indem 
man statt jeder Grdse ihre zu derfelben freien Grdse g a gehdrige Vor- 
zahl fetzt, oder 

die Gleichung (a) aa + ftb -f = xk + Xl -\ 

in welcher a = a, gi +a 2 g 2 -f h a n gn k=x, gj 4 x 2 g 2 H h*n gn 

b +ft gl+ftg2+--+ft*n l = Xi gi+^?g2+--+^ngn 

wo g t • • -gn eine freie Grdsenreihe ist, wird erfetzt durch die n Zahlen- 
gleichungen 

aai + j?ft +•••== x*i +^i + 
t aa 2 + /*ft H = xx 2 -f ^2 + 

CO 

CMXn + /?ft H = XXn + AAn -h 

Beweis: Setzt man in der Gleichung (a) fttr die Grftsen ab* -kl- * 
ihre Werte, fo erhalt man nach Satz 12 und 13 
(cat +/9ft H )g l + («a 2 +^ft H ) g 2 H Hacxn + jSftH )g n 

SB= (xXi + M t H ) gi + (XX 2 + AA 2 4 ) g 2 -) h (X*n-f Un+ • • O ga 



D Die freion und die horigcn Grosen. 18 — 19. 

und diefe Gleichung wird nach Satz 16 erfetzt durch die nZahlen- 
gleichungen 

<w*i -f  /*ft + • • • = **i + ^i 4* * ' " 

«« 2 + £ft 4 = **2 + M* 4 • • • 



• • • 



Satz. Wenn in einer Reihe von Ordsen, deren erste ungleich 18. 
Null ist, jede folgende von alien vorhergehenden frei ist, fo ist die 
Reihe eine freie Ordsenreihe. 

Beweis: Angenommen, die Grflsenreihe lei nicht frei, fo herrscht 
nach Satz 9 zwischen den Grosen eine Htfrigkeit, und ist alfo nach 
Satz 14 in der Gleichung a t a t -f <*2 a 2 + • • 4" ffn a * = ^ wenigstens 
eine der Vorzahlen aa ungleich Null. Sei nun a r die letzte Vorzahl 
ungleich Null, fo kann r entweder gleich 1 oder groser als 1 feinr 
Ware nun r = 1, fo ware « t a! = 0, mithin da a t £ 0, fo ware 
at = (nach 4 und Zahlenlehre 175) was gegen die Vorausfetzung 
ist. Ware aber r z> 1> fo ware 

a,. = a, — ao • — * a r _t (nach Satz 12 und 13) 

«r «r « r 

mithin a r zu den vorhergehenden Grtfsen hftrig, was wieder gegen die 
Vorausfetzung ist. Es kann alfo zwischen den Grosen a t a2- -an keine 
Horigkeit herrschen. 

Satz. Wenn zwischen nGrisen, welche nicht alle Null find, 19. 
eine Hdrigkeit herrscht, To lasst fioh stets aus ihnen eine freie Ordsen- 
reihe ausfondern, zu der die andern Grdsen hdrig find. 

Beweis: Es feien a t ***aa die n Grosen, fo muss fich nach Satz 
9 eine als Vielfachenfumme der andern darstellen lassen, es fei dies 

an und fei 

a n = Ci ai 4~ c 2 ^ 4" • • 4" a n— i a n— i • 
Herrscht nun zwischen den Grosen a t • • '&n—i abermals eine Horig- 
keit, fo muss fich nach Satz 9 abermals eine als Vielfachenfumme 
der andern darstellen lassen. Es fei dies a n _* und fei 

a n-l = ft &1 4" ft &2 4" * ' 4" fti-3 &n-2 

Ftthrt man diefen Ausdruck in die erste Gleichung ein, fo er- 
halt man 

a tt = (ai-4-«n-i ft) aj 4- (a 2 4- a n ~i ft) a 2 4 \- (a tt _ 2 -f- a u - t B _ 2 ) a^a 

(nach Satz 12 und 13). 



Es'ist dann alio audi a n eine Viell'achcnfnmme der Urot»eu 

Auf glciche Weil'e ergiebt fieh, daw, wenn zwiselien den Groseu 
aj «■»„_, noch erne Horigkeit hemclit, man eine derfelben alw Viel- 
faclienl'ummu der andern darslellen kann, elwa a„„ r , und daw, indcm 
man ftir diele Grose ilne Vie-lfaclicnlumme eiusebiebt, alle bishcr als 
YielfuchenUimmen der Groseu a, • -a n _ r darkest el lien Grosen demnaclisl 
Vielfachen(ummen der GrOsen a t - -a n — r-i weiden, bis man znlelzt enl- 
weder zu einer freien GrOsenreilie, Oder zu einer einzigen Grose a ( 
gelangl, von welcher alle andera Grosen Vielfaclienfummen find. Im 
letzten Falle darf wenigstens diele Grose nieht Null Icinj, da Ibn^t 
(nacb Salz 4 und Zahlenlebre 174) alle andern GrSi-en als Vielfaclic 
derfelben Hull waren, was der Vorausfetzung widerslreilel. In jedem 
Falle gelaugt man alfo zu einer freien GrOsenreihe, zu der die andern 
Grosen liSrig iind. 

Sat i. Jede Groae der Auseulehre lasst ficb dantellea it) der Form 

b = Oi iii + <h *a -\ h On *n 

wo b, -'Kn Zahlen find und die Grosen ai--a u eine freie Gr6nenreihe 
bilden.- 

Beweis: In dem Ausdrueke, der'b gleich isl, lassen iieh nacb 
Sate 4, Zahlenlebre 180 und 183 alle Klammern loTeu und erscheinl mitbin 
die Grose a als eine Vielfaciienltimme, in der jedes Glied ein Zeug oder 
Produkt isl einer Zabl mil. einer Grijse der Ansdehnungslehre. Zwisehen 
dieren Grosen kann nun noch eine Hdrigkeit- herrscben; entfeint man 
aber die zu den andern Grbsen horigen in der Weil'e des Baizes 19, 
lo bleibt zulelzt a als eine Vielfachenliinime ubrig, in der miser deD 
Zahlen nur gegenl'eitig freie Grosen vorkoinmen. 

Es iat wlliischeiiHwerl, dass fich jeder cine Anschauuug von diefcn licneu 
Gritaeu verschaiTe. Die tleluiuiide Rauinlclird dcs Vtrl'ussers liietw liiec.u ehii! 
treffliche Gflrgcuhcit und erlaulie ich inir hier aid' diefdbe ssu vtrweifen, 

3. Die Gebiete und deren Zuruckluilung. 

Etklarnng. Das Gebiet der Grosen a,--a„ heist die Ge- 
fammtbeit der zu den Grosen ai  • -a D horigen Grosen. Gebiet nter 
Stnfe heist ein Gebiet, wenn die Groien desfelben fich als Vielfachen- 
fummcn von nioht weniger als n gegenfeitig freien Grosen enter 
Stnfe darstellen laisen. 

Die reinen Zahlen hiiden ein Gebiet nullter Stnfe. 

Zwei Gebiete heisen einander deckende Gebiete, wenn das eine 
de m andern gleich oder ein Viclfaehes des andern ist. 



11 Die Gebiete und dercir Zuritckleifuiig. 23: — %&. 

Das Zeichen o vor einem Buchstaben z. B. oA gelefen „Gebiet 
A" bezeichnet das Gebiet jener Ordse. Das Zeichen o (e t , e 2 ,- •, ton) 
bezeichnet das Gebiet der Grdsen e t , e 2 ,--, e n - 

Die ursprtinglichen Einheiten und die Vielfachen und Vielfachen- 
fummen derfelben heisen Grdsen erster Klasse. 

In dem Beispiele in der Anmerkung zu Satz 10 ist AG = crei -|- /Se 2 eine 
Grose erster Klasse, die Eberie durch die Punkte ABE d. h. die Ebene, welche 
die Gefammtheit der zu den Einheiten ei und e.j horigen Grosen ae^ + pcj urn 
fasst, das Gebiet der Grosen ei und e^ und zwar ein Gebiet zweiter Stufe. 

Ganz ebenfo ist der Raurn ein Gebiet dritter Stufe gebildet aus drei gegen- 
feitig freien Gr6sen e t , e a und e 3 , welche, da lie gegenfeitig frei fein follen, nicht 
derfelben Ebene angehftren diirfcn. 

Satz. Wenn eine Grdse erster Klasse a t zu n Grdsen erster Klasse 22. 
bt • • -b n hdrig und die zu b t gehdrige Vorzahl in dem Ausdrueke fttr . 
a t ungleich Null ist, fo ist das Gebiet der n Grosen a t b 2 • * • b n gleich 
oder deckend dem Gebiete der nGrdqen b t b 2 --b n . 

Be w eis: Es fei & t = a t b t + «2 b 2 -+ - • • + an bn, wo a t £ 0, dann ist 

k 1 <*i , C£n , . 

b t = — a t b 2 — bn. 

Dann aber ist audi jede Grose c des Gebietes by b 2 « -bn z. B. 
c = Y\ t>i -+ n b 2 H + Yn bn. 

= -^a 1+ ( y2 _-j)b 2 4 -f( ya -^bn. 

d. h. auch eine Grose des Gebietes ai b 2 --bn. 

Ebenfo ist jede Grose d des Gebietes B, t b 2 - -bn z. B. 
d = <J t a t -f- <J 2 b 2 + • • • + <^n bn 

= <?1 <*1 t>l + (^2 4" $1 «2) b 2 + • • • -f- (<Jn + <^1 «n) bn 

d. h. auch eine Grose des Gebietes b t b 2 »«b n . 

Satz. Wenn m gegenfeitig freie Grdsen erster Klasse a t • -am zu 23. 
n Grdsen erster Klasse b t • • b n hdrig find, fo kann man zu den m Grdsen 
at • -a m stets noch n — m Grdsen erster Klasse a m _|_i • • • a n von der 
Art hinzufugen, dass die Grdsen b t --b n auch zu a^-an hdrig find 
und alfo das Gebiet der Grdsen a, • -an dem der Grdsen b t • -b n gleich 
ist, auch kann man jene n — m Grdsen aus den Grdsen b t • • b n felbst 
entnehmen. 

Be w eis: 1. Nach der Vorausfetzung ist a t zu den Grosen bf *b n 

horig; es fei alfo ai = Oi b t -j- a 2 b 2 ^ f- a n bn, fo muss, da a! £ 

ist, mindestens eine der Zahlen ai««a n ungleich Null fern, es fei dies, 
da die Zeiger vertauschbar find, c^, fo ist nach Satz 22 das Gebiet 
der Grosen a! b 2 • «b n gleich dem Gebiete der Grosen b^ 'b n .  -•». 



24 — 27. Aiwdehnimgidehre. 12 

2. Auguiominen, e» iei das Gebiet tier Grosen a t - - a r It^i • • b a , 
wo r < m, gleich Oder deckend dem Gebiete der Grosen b t •  b n , fo 
muss a,^.,, da es naeh der Vorausfelzung eine Grose des Gebietes 
bi  -b a ist, aucli eine Grose des Gebietes a,  -a, b r +i- *bo 'fein. Es fei 

demnach an-i — «i «i +■• + «» *■* + &+1 b*t-i H h fr b B , fo muss, 

da naeh der Vorausfelzung a rt i frei ist von den Grosen a 1 ---a r , 
mindestens eine der VorzalUen (Jh-i'*"/*" "ngleich Null fein. Es lei 
alfo j?^! ^ 0, fo ist naeh 22 da-s Gebiet der Grosen a^ •  a^i b r -|-;t • • b B 
••lei eh oder deckend dem Gebiele der Grosen b[--b n . Milliin ist, da 
daw Gebiel der Grosen aj b 5 --bo gleich oder deckend dem der Grosen 
b|--ba ist. fortleilend aucii das Gebiel der Grosen *i  -am b m+ i - -b n 
gleielr oder deckend dem der Grosen b[ - - b n . 

Satz. Wenn n gegenfeitig freie Grosen enter Klasse a,   •  a„ 
zu n andetn Grosen erster Klasse bj   b,i hbrig find, fo ist das Gebiet 
der eraten Grosenreihe dem der letztern gleich oder deckend. 

Beweis: Unmitlelbar aus Satz 23, wenn man n Matt m letzt. 

Satz. Jedea Gebiet nter Stufe kann aus n beliebigen gegen- 
feitig freien Grosen enter Klaase, welche dem Gebiete angehoren, . 
abgeleitet werden. 

Beweis: Es fei das Gebiet nter Stufe urspHinglich aus den n 
gegenfeitig freien Grosen erster Klasse a, - - a n abgeleilet und feien bi   b n 
beliebige n gegenfeilig freie Grosen erster Klasse, welche naeh der 
V o ra us fei z nng zii dem Gebiele der Grosen a,- -an hiirig find, fo ist 
nacli Satz 24 das Gebiet der ersten Grosenreihe dem der leizlern 
gleich oder deckend, 

Satz. Wenn n Grosen enter Klasse ai- -an einem Gebiete von 
kleinerer als nter Stufe angehoren, fo herrscht zwischen ihnen eine 
HOrigkeit. 

Beweis: Es fei das Gebiet, dem die Grosen a|-a n angehoren, 
niter Stufe, wo m< n, und fei dies Gebiet zu m Grosen b,  -bm hiirig. 
Entweder herrscht nun zwischen den m Grosen a, ••■am eine Hiirig- 
keit und gilt alio der Satz, oder fie find gegenfeilig frei. Im leizlern 
Falle ist das Gebiet der Grosen a^-am naeh Salz 24 dem der Grosen 
bi'-bm gleich, dann find aber auch die Grosen a„i-(-i • -a* naeh Satz 
25 zu den Grosen ai - -a m hiirig und herrscht alfo auch in dielVni Falle 
zwischen den Grosen a|--an eine HOrigkeit. 

Satz. Wenn ein Gebiet nter Stufe zu n Grosen enter Klasse 
hdrig ist, fo find diefe gegenfeitig frei und umgekehrt, wenn n Grosen 
erster Klasse gegenfeitig frei find, To ist ihr Gebiet nter Stufe. 



13 Bie Gebiete und deren Zuruckleitung. 28 — 30. 

Beweivs: 1. Herrschte zwisehen den n Grosen erster Klasse eine 
Horigkeit, fo liesen licb einzelne derfelben als Vielfachenfummen der 
andern, d. b. von weniger als n Grosen erster Klasse darstellen und 
ware alfo auch das Gebiet von niederer als nter Stufe (nach Satz 21). 

2. Wenn die n Grosen erster Klasse gegenfeitig frei find, fo find 
H e riach Satz 26 nicht aus weniger als n Grosen erster Klasse ableit- 
bar, d. h. ihr Gebiet ist nacb Satz 21 nter Stufe. 

Erklarung. Zuruckleitung der Grdse b auf das Gebiet 28. 
a^ -a m unter Ausschliesung des Gebietes am-j-x • -a B heist die Grdse 
«i »i + • • • + ctm a m , wenn die Grdse b = a x a t -\ — • + a tt a B ist> 
wo ai • a n gegenfeitig freie Grdsen erster Klasse und m < n ist. Die 
Zuriickleitungen heisen in demfelben Sinne genommen, wenn die 
Grdsen auf dasfelbe Gebiet unter Ausschliesnng desfelben Gebietes 
zuruckgeleitet find. 

Satz. Jede Gleichung, deren Glieder Zeuge oderProdukte einer 29. 
Zahl mit einer Grdse erster Klasse find, bleibt bestehen, wenn man 
statt aller Grdsen der Ausdehnungslehre ihre in demfelben Sinne ge- 
nommenen Zuriickleitungen fetzt. 

Beweis: Die gegebene Gleicbung fei aa + /9b + • • = xk -f- /l + • • 
in w r elcher a b- -k 1- • denfelben Wert haben, wie in Satz 17. Dann 
wird nacb Satz 17 die obige Gleichung erfetzt durch die n Gleicbungen. 
aa t -f- PPi H — = x*i + XXi + • • 

a<Xn + PP* H = *** + M* H 

Verwebt oder multiplizirt man nun die ersten m diefer Glei- 
chungen beziehlich mit g^-gin und ftigt die Gleichungen zu, fo er- 
halt man 

aa' + 0b' +..= xk' + Xl! +•• 

WO a' = <Xi g t H -|- «m gm k' = X, g! -| 1- Xm gm 

b' == Pi gl + ' * + P* gm 1' = X t g! + • • + *m gm 

« • 

was zu beweifen war. 

Es ist auch hier wieder wiinschenswert, dass iich jeder eine Anschauung 
von diefen neuen Grosen verschaffe. Die dehnende Raumlehre des Verfassers 
bietet hiezu wieder eine treffliche Gelegenheit und erlaube ich mir hier auf die- 
felbe zu verweifen. 

4. Die Gefetze der Grcteengebiete. 
Erklarung. Das verbindende Gebiet oder die Summe 30. 

> 

zweier Gebiete heist die Gefammtheit der Grdsen, welche zu dem 
einen oder dem andern der beiden Gebiete hdrig find. 
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31. '"""" - Ausdehnungslehre. 14 

Das gemeinfame Gebiet oder das Zeug (Produkt) zweier 
Gebiete heist die Gefammtheit der Grdsen, welche den beiden Ge- 
bieten gemeinfam, d. h. fowohl zu dem einen Gebiete, als auch zu- 
gleich zu dem andern Gebiete hdrig find. 

Das Zeng (Produkt) zweier Gebiete, welche keine Grdse erster 
Klasse gemeinfam haben, fetzen wir gleich Null. 

Schneiden fich y.wei Ebenen o (cj, e a ) und o (e^ e 3 ) in der geraden Linie 
flCj, fo ist die Linie ae t das gemeinfame Gebiet oder das Zeug (Produkt) der 
beiden Gebiete o (e 1: ; e 2 ) und o (e|, e 3 ), dagegen find alle Punkte und Linien? 
welche in, den beiden Ebenen o (ej, e a ) und o (e t , e 3 ) enthalten find, das verbindende 
Gebiet oder die Summe der beiden Ebenen. 

31. Satz. Die Summe der Stufenzahlen m und n zweier Gebiete ist 

gleich der Summe der Stufenzahl g ihres gemeinfamen Gebietes und 
der Stufenzahl v ihres verbindenden Gebietes, oder es ist 

m + n = g + v. 

Beweis. Es fei das Gebiet mter Stufe nach Satz 27 das der 
m gegenfeitig freien Grosen a, • -a m , das nter das der gegenfeitig freien 
Grosen fy-'bn, das gemeinfame gter Stufe das der gegenfeitig freien 
feroseri c t • • c g , fo ist nach Satz 23 das Gebiet der Grosen c { • • • c g 
ag_|_i- «am dem der Grosen a t • • -a n und das Gebiet der Grosen c t • -c g 
b g _|_i--bn dem der Grosen bi-'-bn gleich oder deckend und find die 
Grosen c k • • c g a g ^! • • a m gegenfeitig frei und ebenfo die Grosen c t • • c g 
bg-^-i • *bn. 

Das verbindende Gebiet vter Stufe aber ist das Gebiet der Grosen 
^••Cg a g+ i"a m b g+ i"bn. Angenommen nun, es herrschte hier eine 
Horigkeit zwischen den Grosen, fo mttsste diefe die Form haben 
a -j- b + c = 0, wo a zu a^f «a m , b zu bg-^x • • bn, c zu c t • -c g horig 
ware. In diefer Gleichung kann nicht a = fein, da fonst b + c = 
ware, d. h. eine H5rigkeit zwischen den Grosen Cj—Cg b g ^i • • bn 
herrschte, ebenfo kann nicht b = fein. Es ware alfo a = — b — c, 
wo a£0, d. h. es gehorte a einerfeits dem Gebiete a^-am und zu- 
gleich andrerfeits dem Gebiete c t • • c g b g _|_i • • bn an. Zu den Grosen 
c t - -c g ist es aber nicht horig, da Cj • -c g ag+i- -am gegenfeitig frei, alfo 
h&tten die beiden Gebiete a, • -a m und bj • -bn auser c, • -c g noch eine 
von diefen freie Grose gemein, was wider die Vorausfetzung ist. Die 
Annahme ist mithin falsch, und find die Grosen fy-'Cg a g +i'--a m 
bg-j-j'-'bn alle gegenfeitig frei, d. h. die Stufenzahl des verbindenden 
Gebietes v ist nach Satz 27 

v = m + n — g oder m -\- n = g + v. 
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15 Die Gefetze der Grosengebiete. 32:^=34. 

Satz. Zwei Gebiete inter and nter Stufe, welche in einem Oe- 32. 
biete hter Stufe liegen, haben, wenn m -f n>i ist, mindestens eifi 
Gebiet (m + n — h)ter Stufe gemein. 

B-eweis: Sei das verbindende Gebiet vter, das gemeinfame gt$r 
Stufe, fo ist nach Satz 31 g = m-j-n — v, aber v _<r h, da es in 
dem Gebiete h liegen muss, mithin ist 

g "> m + n — h. 

Satz. Das -Zeng oder Prodnkt zweier Gebiete, welche keine 33. 
Grdse erster Klasse gemeinsam haben, ist Null oder 
[o (eii, ea2, • • • ,©an)] • [o (e& ( , e& 2 , • • ,e&m)] *- * wenn ft, • • • ftn £ bi • • • 6m. 
. Unmittelbar aus Satz 30. 

Satz. Fur die Gebiete der Ausdehnungslehre gelten alle S&tie 34. 
der Bestimmungslehre oder der Logik, fofern man in jedem Satze das 
Wort Begriff bez. Grdse durch das Wort Gebiet erfetzt. 

Beweis: Bei den Gebieten der Grtisenlehre ist das Gebiet von 
e 4* e, und ebenfo das Gebiet von e-e gleiclt-dem Gebiete von e, oder 

es ist o (e 4- e) rs=z ° e un d o(e-e) = oe, kurz es gelten fiir die Ge- 
biete der Ausdehnungslehre auch die beiden Grundformeln der Logik 

e-fe = e uud e • e = e. ; - 

Ferner ist fittr die Gebiete auch o e a 4" ° C6 £ nach Satz v 30 
und ist (oe ft ) • [oe&]=-0, wenn' a ^ 4 nach Satz 33, alfo gelten fur 
die Gebiete der Ausdehnungslehre auch die beiden Hauptformeln der 
Logik e a 4- e& £ und e« • es = 0, wenn a %h ist. Aus diefen vier 
S&tzeh find aber alle Sfttze der Logik abgeleitet, alfo gelten auch alle 
Satze der Logik ftlr die Gebiete der Ausdehnungslehre, w'enn mati in 
jedem Satze da& Wort Begriff bez^.* Grtfse durch das Wort Gebiet 
erfetzt.- " '\- • . - •• 

Da die Mathematiker nieist keine Logik treiljen, fo scheint eiri folches 
Bezugnehmen auf die Logik bede»klich. Aber will man die .Sadie streng wiseenv 
schaftlich nehmen und alle Satze beifammen haben, welche man fiir die Gebiete 
ableiten kann, fo ist es das Kiirzeste und Wissenschaftlichste, auf die Logik zurttck 
zu gehen- denn hier find alle Beweife .in kurzester Form gegeben. tTeberdies 
bieten die in der Logik zur Veranschaulichung aufgefuhrten Zeichnungeh gleich- • 
zeitig auch das beste Mittel zur Veransdiaulichung der S&tze itber die Gebiete in 
der Ausdehnungslehre. Teh kann daher den geehrten Mathemajtikern nur 
empfehlen, an diefer Ste]le die Logik zu studiren und die reichsten A.nwendungen 
auf die Gebiete der Ausdehnungslehre zu machen. 

t)a ich aber nicht hoffen darf, dass die Herren Mathematiker fiimmtlich hier 
die Logik eirischieben werden, fo fehe ich mich hier genotigt, wenigstens die 
wichtigsten Satze fiir die Gebiete abzuleiten. 
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Fiir das Anschaulichmachen der Gebiete durch Zeichnung be- 
merke ich ein fiir aUe Mai, dass die Sache stets fo dargestellt werden wird, dass 
zwei Gebiete nur dann und nur foweit gleiche Einfache enthalten, als fie in 
denfelben Raum fallen oder einander decken, fo haben z. B. die Gebiete a und b 
nur das Stuck efgh gemeinfam, fonst tauter verschiedene Einfache, fo haben 
d und c gar kein Einfaches gemeinfam. 
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In der Raumlehre fagt man d fei gleich c oder gleich gros mit c. In der 
reinen Denk und Gebietslehre dagegen find d und c ganz ungleich, haben 
auch nicht einen Punkt, nicht ein Einfaches, nicht ein Element gleich. Es ist 
wichtig, diefen Unterschied zu beachten, da fonst leicht Verwirrungen entstehen 
kdnnten. 

Es ist nun aus der Zeichnung einleuchtend, dass a -|- a = a ist, denn wenn 
ich auf a noch einmal das gleiche a lege, fo andert dies das a nicht, ebenfo 
bleibt a*a = a* 

35. Satz. Ftir die Gebiete gotten alle Gefetze der Zufugung und 
der Verwebung, welche wir in der GrOsenlehre kennen gelernt haben. 

Beweis. Unmittelbar nach 30. Denn die Summe, d. h. das 
verbindende Gebiet bleibt dasfelbe, ob ich ei ej .mit ea, oder ob ich 
ei mit e2 und e 3 verbinde, und ebenfo bleibt es dasfelbe fur e t und ^ 
wie fiir e* und e^ Es gelten alfo fur die Ftigung die Grundformeln 
der Einigung und der Vertauschung und daraus abgeleitet das ganze 
Gefetz der Zufugung. Ebenfo fiir das Zeug, d. h. fiir das gemeinfame 
Gebiet ist das Gebiet, welches dem a mit dem b und auserdem mit 
dem c gemeinfam ist, dasfelbe, als welches dem a gemeinfam ist 
mit dem dem b und c gemeinfamen Gebiete und ebenfo ist das 
dem a und b gemeinfame Gebiet dasfelbe, wie das dem b und a ge- 
meinfame Gebiet, da in beiden Fallen stets diefelben Einheiten gemeinfam 
bleiben. Es ist alfo fur die Gebiete abc = a (be) und ab = ba, d. h. es 
gelten die Grundformeln und daraus abgeleitet das Gefetz der Ver- 
webung. 

36. Satz. A+°A=°A | «»A-«»A=»A 

Die Summe und das Zeug (Produkt) zweier gleichen Gebiete ist 
wieder dasfelbe Gebiet. 

Beweis. Unmittelbar aus Satz 30. 

Man muss hier von vorne herein wohl darauf achten, dass fiir die Gebiete 
und fur die Grdsen der Ausdehnungslehre ganz verschiedene Gefetze der Zu- 
fftgung, wie der Webung oder Mnltiplikation gelten. und dass man daher. wenn 
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87—40. 



man nicht in Verwirrung ger&ten will, Gebiete und Grosen genau untorseheiden 
muss. So ist fur Gebiete ©A -f- °A = oA) dagegen filr die Grftsen A + A s=s 2A ^ A> 
fofern A ^ ist, fo ist fiir Gebiete °A ©A = °A, dagegen fiir Grftsen A«A^^ 
fofern A £ ist. 

Satz. h»A = <>A | (°A) n = °A 37 

Jede Summe und jedes Zeug oder Produkt gleicher Gebiete ist 
wieder dasfelbe Oebiet. 

Beweis. Unmittelbar aus 36. 



Satz. <A=<A-t- a A°B 
Man kann zu jedem Gebiete 
ohne Aenderung feines Wertes 
ein Zeug (Produkt) fugen, in 
welchem jenes Gebiet ein Fach 
oder Faktor ist. 



«A=<>A-CA + »B) 
Man kann jedes Gebiet ohne 
Aenderung feines Wertes mit 
einer Summe weben (multipli- 
ziren), in welcher jenes Gebiet 
ein Stuck ist 



Beweis. Unmittelbar aus 36 und 30. 

Veranschanlichung. d=sa-|-b 




o 



a-b 




b 



38. 



Satz. Annahme: °A -f •B=°B 
Folgerung : °A • °B = ° A 

Wenn die Summe zweier Ge- 
biete dem einen Gebiete gleich 
ist, fo ist das Zeng oder Produkt 
der beiden Gebiete dem andem 
Gebiete gleich. 

Beweis. Nach der An- 
nabme ist 

°A-B = <>A.(oA + °B) 

==oA.°A + «A»B (nach 35) 
= °A +*A°B (nach 36) 
= °A (nach 38) 

Satz. °A -f 1 = 1 
oA + =°A 



Annahme: °A °B=°B 
Folgerung: "A -f- °B = °A 
Wenn das Zeug oder Produkt 
zweier Gebiete dem einen Gebiete 
gleich ist, fo ist die Summe dt* 
beiden Gebiete dem andem G»- 
biete gleich. 

Beweis. Nach der Annahme iet 
•A + >B=»A +°A*B 

=== oA.«A + °A«°B 

(nach 3d) 
= »A.(*A + «>B) (nach 35) 
= °A (nach 38) 

•A.0 = 
•Axl=°A 



39. 



40. 



Eins giebt zu jedem Gebiete geftgt eins, mit jedem Gebiete 
gewebt oder multiplizirt dasfelbe Gebiet. 

E. Grjwamann, Ausdehnuagslehre. % 



41^42. 



Ausdehnnngslehrc. 
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41. 



Kail giebt mit jedem Gebiete gewebt Hull, zu jedem Gebiete 
geftigt, dasfelbe Oebiet. 

Beweis. Die Satze °A -f = «A, °A x 1 = °A und °A X = 
gelten schon aus der Grosenlehre ftir jedes, was Gegenstand des 
Denkens ist oder werden fcann, alfo auch fur Gebiete. Ftir die Ge- 
biete ist aber fef ner 1 = 1 (1 -f 1 X °A) (nach 38) 

= 1 + »A da 1 x °A = *A ist. 

Satz. Annahme: °A +»C = °B +°C und auch °A-»C =°B- o C 
Folgernng: °A'=°B 

Zwei Gebiete, welche zu einem dritten Gebiete gefftgt, gleiche 
Summen, und mit einem dritten Gebiete gewebt, gleiche Zeiige oder 
Frbdukte geben, find einander gleich. 



42. 



Beweis. °A =°A (°A -f- °C) 

= oA(oB +<5) 
= *A -°B + °A°C 

s »*Bf( A + O) 
= «B(oB+oC) 
= oB 

Sa t z. Annahme : °A -f- °B = • 
Folgernng: °A=0,°B=0 • 
Wenn die Summe zweier Ge- 
biete Hull ist, fo ist jedes der ; 
beiden Gebiete Hull, 

Beweis. °A=°A -j- 

(nach 40) 

==»A + (°A+°B) , 

(nach Annahme) 

= (»A+«»A)+oB 

(nach 35) 

•=°A +°B 

(nach 36) 
= 
(nach Annahme) 



(nach 38) 
(nach Annahme) 

(nach 35) 
(nach Annahme) 

(nach 35) 
(nach "Annahme) 

(nach 38) 

Annahme : *A *°B = 1 •  
Folgernng : °A = 1, °B = 1 . 
> Wenn das Zeug (Produkt) 
zweier Gebiete Eins ist, fo ist 
jedes der beiden Gebiete Bins. 
Beweis. *A=°A«1 

(nach 40) 
= oAC>AoB) 
(nach Annahme) 
= 0>A«»A) <>B 

(nach 35) 
= »A«B 

(nach 36) 

(nach Annahme) 



; . tPiir die Gebiete der Ausdehnungsiehre giebt es demnach kein Abziehen 
oder Sabtrahiren und kein Teilen oder Dividiren, und giebt es kein negatives 
Gebiet und keinen Teiler oder Divifor. Detin wollte man »A — ©A == fetzen, 
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lb wiire -A + (— °A) ~ 0, alfo nach 41 aiu-h -A = 0. und wollte man ^ — 1 fetzen, 
fit ware "A-^ = 1. nlfo nach 42 audi "A — 1. 

Erklarung. Das Nichtgebiet eines Gebietes *A wird dai Ge- * 
biet "A (gelefen Gebiet Nicht A) genannt, welches alle Einheiten 
enthalt, welche in "A nicht enthalten And, dagegen keine der Einheiten 
enthalt, welche in "A enthalten find. Das Gebiet "A heist dem Nicht* 
gebiete gegeniiber das Selbstgebiet. Das Nicht e * 

von °A -|- °B wird dnrch [»A 4- °BJ, das Nicht 
von U A x °B wird durch [°A x "Bj bezeichnet. 

Vm das Nicht nnschaulidi zu mac-hen, umss man 
die Betraditung auf ein gcvij-ica Gcbiot. et'gh eiu- 
tfchrilnkcn. datin ist dies die 1 und a 4- a — 1 

Batz. »A + •A = l 

Dia Sunimo oder das ver- 
bindende Gebiet jedes Gebietes 
nnd femes Nichtes ist Eins. 



•A «A = 44. 

Das Zeug (Produkt) oder das 
gemeinfame Gebiet jedes Gebietes 
und fcincs Nichtes ist Noll. 

Beweis. 1. Es ist °A-°A = unmitlelbar aus 33, da "A und "A 
gar keine Einheit gemeinl'am haben. 

2. E* isl °A + «A = («A + °A) 1 (naeh 40). Das Zeug oder 
Produkt zweier Gebiete ist aber nach 30 das beiden Gebieten gemein- 
Jame Gebiet, mithin find (ammtliche Einheiten, welche in "A 4" *A 
enthalten find, auch in 1 enthalten. Andrerleits find alle Einheiten, 
welche in 1 enthalten And, auch in "A 4- «A enthalten, denn nach 43 
find alle Einheiten, welche nicht in "A enthalten find, in *A enthalten, 
mithin find in °A + "A alle Einheiten, welche es uberhaupt giebt, 
alio auch jede Einheit, welche in 1 enthalten ist. 

3ati. Alle Nichtgebiete desfelben Gebietes find einander gleich, 45. 
oder fur jedes Gebiet giebt es nnr em Nichtgebiet desfelben. 

Beweis. Es feien °A und *A| zwei Nichte desfelben Gebietes, fo ist 
•A + oA = 1 = °A J- »A, und "A»A = = 'A-'A, (nach 44) 

mithin "A = °A, (nach 41) 

Satz, °A=»A 46. 

Das Nicht des Nichtes eines Gebietes ist wieder das erste Ge- 
biet felbst. 

Beweis. E« ist "A 4- "A = 1 =»A + »A und •A-»A = =«A»A 

(nach 43) 
alio ist -A = -A (nach 41). 



Sati. 1 = 


= 1 


Pas Hioht der Eins ist die 
Hull. 


Das Nicht der Null ist die 
Eins. 


Beweis. 1+1=1=1+0 

(nach 44, 40) 

1.1 = = 1-0 

(nach 44, 40.1 

m if hi ii 1 = (nach 41 


Beweis. +0 = 1=0 + 1 
(nach 44, 40) 
0-0 = = 0-1 

(nach 44, 40) 
mithin = 1 (nach 41) 


Bati, 
Annahme: °A-*B = 0, °A-»B = 
Folgerang : »A = "B 


Annahme: ("A + U B) = 1, 

CA + °I) = i 



(Annahme) 
(nach 35) 
(nach 44) 

(nach 44) 
(nach 35) 



Wenn bei zwei Gebieten das 
Zeug je den einen mit dem Hichte 
des andern Noll ist, fo find beide 
Gebiete gleich. 

Beweis. Nach 40 ist 
"A = -A X 1 

= "A (°B + «B) (nach 44) 
= 'A"B + »A°B (nach 35) 

= »A"B 

(nach Annahme) 
= "A"B + -A»B 

(nach Annahme) 
= (»A + 'Ai-B (nach 35) 
= "B (nach 44) 

' Sa tz. "A + »B = -A°B + °A°B + »A*B 

Die Summe zweier Gebiete ist gleich der Sammc ans dem Zeuge 
der beiden Gebiete und den beiden Zeugen des einen Gebietes mit 
dem Hichte des andern. 

leweis. "A + »B =»A.l + 1-«B _ (nach 40) 

= «A ("B + °B) + ("A -1  »A.)*B (nach 44) 
= °A°B + °A»B + -A-B + »A«B (nach 35) 
= -A-B + »A°B + "A"B (nach 36) 

Jatz. «A + "B + <A-°B = 1. 

lei je zwei Gebieten ist die Summe ans den beiden Gebieten 

lem Zeuge (Frodnkte) ihrer Hichte gleich Eins. 



Folgerang ; °A = °B 

Wenn bei zwei Gebieten die 
Summe je des einen mit dem 
Hichte des andern Eins ist, Co 
find beide Gebiete gleich. 

Beweis. Nach 40 ist 
•A = -A x_l 

= »A(»A + -B) 

= oA»A + °A°B 

= -A-B 

= °A°B + «&B 

= (-A + »B) «B 

= 1 X »B = »B 

(nach Annahme) 
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51—52. 



Beweis. 1=1.1 

= (°A + °A) (°B + °B) 

= °A°B + °A»B -f- °A°B -f °A°B 

= °A + °B + °A<»B 



(nach 40) 
(nach 44) 
(nach $5) 
(nach 49) 



Satz. [°A -}- B)=°A- B 

Das Nicht einer Snmme oder 
des verbindenden Gebietes ist 
gleich dem Zeuge oder dem ge- 
meinfamen Gebiete von den Nich- 
ten der Sttlcke. 

Beweis. 
•A + °B + °A °B =\ (nach 50) 
= °A 4- °B 4- [°A 4 °B) 

(nach 44) und 
(°A 4- oB).°A-°B 

= oA .«AoB 4 °B°A°B (nach ;)5) 
= (nach 44) 

= (°A 4 °B)T°A 4 °B) 

(nach 44) 
mithin °A°B = [°A 4 °B) (nach 41) 



[°A.°B) = <>A 4-°B 51, 

Das Nicht des Zeuges oder 
des gemeinfamen Gebietes ist 
gleich der Snmme oder dem ver- 
bindenden Gebiete von den Sieh- 
ten der Fache oder Faktoren. 

Beweis. 
•A°B 4- A" 4 «B"= 1 (nach 50) 

= »A°B 4- f A°B) 

(nach 44) und 
°A°B (°A + °B) 

_ oA«B°A 4 °A°B°B (nach 35) 

= (nach 44) 

= • A°B 4°A°B) 

(nach 44) 
mithin °A 4 °B==T°AoB) (nach 41) 



Erklamng. Zwei Gebiete der Ausdehnungslehre heisen 

a. Deckgebiete oder identische Gebiete, wenn beide 
einander gleich find oder wenn jede Grdse des einen Ge- 
bietes auch eine Grdse des andern ist, 

b. Eingebiete oder inzidente Gebiete, wenn das eine ein 
Stuck des andern ist, oder wenn jede Grdse des Stilckes 
auch eine Grose der Summe ist. Die Snmme heist dann 
auch das iibergeordnete oder weitere Gebiet, das 
Stuck das untergeordnete oder engere Gebiet, 

c. Schneidgebiete oder fekante Gebiete, wenn beide teils 
gemeinfame Grdsen, teils jede eigentumlicLe Grdsen hat 
Die Gefammtheit der gemeinfamen Grdsen heist das ge- 
meinfame Gebiet, die Gefammtheit aller Grdsen, welche 
zu den Grdsen beider Gebiete hdrig find, das verbindende 
Gebiet, 

d. Trenngebiete oder disjunkte Gebiete, wenn beide Ge- 
biete keine Grose gemeinfam haben. 



52. 



53—55. 



Aiiddehnungslehro 
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53. 



54. 



55. 



Die Anschamiug ergiebt fich aus dor t'olgendeu Zeichnung: 

Deckgebiete Einge.biete Sehncidgebiete Trennscbiete 







i+b=b=a 




a -f b = b 



mn 



a + b 



a -Kb 




a 




i 



ab = a — b abr a 

Satz. Die Summe oder das 
verbindende Gebiet zweier Deck- 
gebiete (identischer Gebiete) ist 
dasfelbe Gebiet, die zweier Ein- 
gebiete ist das hohere Gebiet, die 
zweier Schneidgebiete ist das ver- 
bindende Gebiet, die zweier Trenn- 
gebiete (disjnnkter Gebiete) ist 
die Summe aller den beiden Ge- 
bieten angehdrigen Grdsen. 

Beweis. Unmittelbar aus 
36 und 30. 

Veranschaulichung iiehe bci Satz 

Satz. °A + °B ;-:7°B 

Die Snmme der Gebiete ist 

jedem Stticke gleich oder tiber- 

geordnet. 



ab ab := 

Das Zeng (Produkt) oder das 
gemeinfame Gebiet zweier Deck- 
gebiete (identischer Gebiete) ist 
dasfelbe Gebiet, das zweier Ein- 
gebiete ist das niedere Gebiet, 
das zweier Schneidgebiete ist das 
gemeinfame Gebiet, das zweier 
Trenngebiete (disjunkter Gebiete) 
ist Null. 

Beweis. Unmittelbar aus 33, 
36 und 30. 



52. 



°A°B W." °B 
Das Zeug (das Frodnkt) der 
Gebiete ist jedem Fache oder 
Faktor gleich oder untergeordnet. 



Beweis. Unmittelbar aus 53. Beweis. Unmittelbar aus 53. 

Zur Veranschaulichung des Satzes kann die Zeichnung zu 5'i fur Deckgebiete 
und Untergebiete dicnen. 



Satz. 1 > °A 

Die Eins ist das h&chste Ge- 
biet, welchem alle Gebiete unter- 
geordnet find. 

Beweis. Nach 40 ist °A -f 1 
= 1 und °A • 1 = °A, alfo ist nach 
53 die 1 hoher als °A^ was iramer 
aucli °A fein moge. 



< "A 

Die Null ist das niedrigste 
Gebiet, welches alien Gebieten 
untergeordnet ist. 

Beweis. Nach 40 ist °A + 
= °A und ° A X = , alfo ist 
nach 53 die niedriger als °A, 
was immer auch °A fein moge. 



Xi 



Die Qetotie iter Grfiaeogebie 



!><!— 58.- 



Satz.('A4-*B="B) = CA<>B) ] 
Ein Qebiet, welches zn einem 
andern zugeftgt, den Wert des- 
felben nieht andert, ist diefem 
deckend odor nntergeordnet und 
Man kann zu jedem Gebiete 
ohne Aenderong feinea Wertei 
das Deckgebiet oder dai unter- 
geordnete Oebiet uufngon (ad- 
diren), 

Beweis. Unmittelbar aus 54. 
Satz. CA'B = 0> = (*B < °Aj" 
and (»A"B = 0) = pA < «B) 
Jedos Oebiet ist dem Nichto 
r«inei Trenngebietes gleich oder 
nntergeordnet nnd 

Wenn ein Oebiet dem Hiohte 
eines andern gleicb oder nnter- 
geordnet tit, To ist ea von dem- 
felben getrennt oder diajnnkt. 
Beweis. 1. Weirn °A°B = 
(Annalime); fo ist 
•B = *B-1 (nach 40) 

= *B(°A + »A) (nach 44) 

=«B»A + «B°A (nach 851 

= B o A (naeb Annalime) 

(I. h. «B ^ «A _ (nach 58) 

2. Wenn °A^' "B, lb ist nucli 
54 °B = «A -4- -fi, alio 
l>=°B°B (narfi 44) 

= (-A 4- •6>B 

= "A°B + "B'B (nach 35) 

= °A°B (nach 44) 



. £A .4 «v •*>«£* "T B) ' 

Ein Oebiet, welches mit einem 
andern gewebt (mnltipliiirt) den 
Wert deafelbennichtftndert, ist die- 
Tern deckend oder tlbergeordnet nnd 

Han kann jedes Oebiet obne 
Aendernng feines Wertei. mit 
einem deckenden oder ihm nber- 
geordneten Oebiete verweben 
(mnltipliziren). 

Beweis. Unmittelbar aus 54. 
(•A"B = 0) = (°B <_ *A) '• 

C A-B = 0) = pi" <r "B) 

Jedes Oebiet ist dem Hiohte 
feines gleich oder tibergeordneten 
Oebietes getrennt oder diajnnkt nnd 

Wenn ein Oebiet einem an- 
dern gleich oder nntergeordnet ist, 
To ist es dem Kichte desfelben ge- 
trennt oder diajnnkt, 

Beweis- ' Unmittelbar anft 57 
ersle Seite. 

' Zur ' VL-Zaiisptiati liili mig ties 

Sntxi'S ilk'Ht I'ulyuiulu ZBii'lmuim: 



Batz. ("A < -B) = (°B < "A) 

Das Hioht des hohern Begriffea ist dem Hichte 
dei niedern Begriffea nntergeordnet. 

Beweis. Unmittelbar aus 57, denn ["A -<C °B\ 
= CA'B == 0) = (°B < »AJ ........ 
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8*ti. CA + »B = «B) CA'B = °B) = <*A = «B) 

Ein Goblet, welches su einem andern^Gebiete zugeftigt und auch 
mit ihm verweht (multiplizirt) diet Oebiet nioht ftndcrt, ist diefom 
Gebiete deekend oder identiich. 

Beweis. Da "A + «B = "B ist, fo iet»A = l >A<'B nach 33, alio ist 
*A = 1, A D B = »B nach der Annahme. 

Sati. (»A < «B) (°B < «A) = (*A = «B) 

Wenn von zwei Gebieten das erste dem zweiten and zugleich 
das zweito dem ersten untergeordnet ist, fo find beide Gebiete 
deekend oder identiseh. 

Beweis. Wenn °A < »B, fo ist nach 56 auch "A +"B=»B 
und wenn °B <; "A, fo int nach 56 auch °A -| •B= , 'A, mithin ist 
.A = -A + -B = -B 

Bats. CA < "B)  CA < »B) = (-A = »B) 

Wenn dai Hieht des niedern Gebiete* dem des hohern Gebietes 
nntergeoidnet ist, fo find beide Gebiete deekend oder ideutiseh. 

Beweis. Nach 58 ist da °A <. »B auch "B <; "A, und da auch 
»A < °B, To ist nach 60 auch "A = "It 

Satz. Far deCkende Gebiete und far Eingebiete finden die 
folgenden acht Gleichungen statt, und wenn eine dieter Gleichungen 
(itattilndet, find die Gebiete deckende oder Eingebiete. 

1. °A rl. 'J 3. »A + "B = *B 5. °A<B = "A 7. °A°B = 

2. •! < -A 4. 1 + •£" mm »A 6. 'A»B = °B 8. °A + °B = 1 
Beweis. Unmitlelbar 1 nach 53; 2 nach 58; 3, 4, 5 und 6 nach 

56; 7 nach 57. Es bleibt alio nur fur 8 der Beweis zu filhren; es ist aber 

1 = 1+ »B , _. (nach 40) 

= »A -f «A + "B (nach 44) 

— «a + «U (nacli 56) 

Bats. Fir Trenngebiete (disjnnkte Gebiete) finden die folgenden 

acht Gleichnngen atatt und wenn eine dieter Gleichungen stattfindet, 

fo find die Gebiete getrennt oder disjunkt. 

L »A < « 3. -A + °B = ^B 6. "A-«B = 'A 7. °A°B = 
8, •»£,'£ 4. <A + »B = °A 6. -A »B=«B 8. "A + "B==1 
?Beweif. Unmittelbar aus 62, indem man °B in *B und "It in 
"B ufaiwandell, da wenn "A und °B disjunkt, d. h. nach 53 "A* = 
auch nacli 57 •A dem »B untergeordnet ist. 

Etklarung. Das Hauptgebiet°H heist das Gebiet, zu welchem 
alle'def~Betrachtung nnterworfenen Giosen horig find. Alle Oresen 



25 Die Gefetze der Grosengebiete. f>5_ 68. 

welche auserhalb des Gebietes liegen, werden far die Betrachtung 
gleich Null gefetzt. AUe Gebiete, welche das Hauptgebiet schneiden, 
werden nur foweit betrachtet, als fie in das Hauptgebiet fallen. 

Erklarung, Die Erganzung eines Gebietes heist das Nicht- 65. 
gebiet jenes Gebietes, foweit die Einheiten des Hichtgebietes im 
Hauptgebiete enthalten find, oder fie ist das Zeug des Hichtgebietes 
mit dem Hauptgebiete. 

Satz. Die Betrachtung wird auf das Hauptgebiet H beschr&nkt, 66. 

indem jedes Glied der Formel mit dem Hauptgebiete H verwebt 
oder multiplizirt wird. 

Bewefs. Da fur die Gebiete nur Zufttgung und Verwebung 
vorkommt, und fur diefe Reclinungen alle Klammern gelost werden 
konnen, fo erhalt, wenn man alle Klammern lost, jedes Glied die 
Form a°A und die ganze Formel die Form 

JJS aa°A ft = Oj?b°B&. Wenn man bier beide Seiten mit H ver- 

webt, fo erhalt die Formel die Gestalt 

(S aa°Aa j°H = (S ^°Be \°H, oder nach 35 und GrOsenlehre 90 
l,n / \l,nl / 

S aa°A a °H = S 06«B*°H 

Sei nun °Bc ein Gebiet auserhalb des Hauptgebietes, fo ist 
°B C °H = nach 33. Sei °Bd ein Gebiet, welches °H schneidet, fo ist 
°B d °H nach 30 das beiden Gebieten gemeinfame Gebiet, d. h. es wird 
nur, foweit betrachtet, als es in das Hauptgebiet fallt, Sei endlich 
°B e ein Gebiet innerhalb des Hauptgebietes, fo ist nach 62 audi 
«B e oH == °B e . Aus 1 wird 1 °H = °H. 

Satz. Alle Satze 31 bis 68 liber die Gebiete bleiben bestehen, 07. 
fofern man fur jedes Gebiet das Zeug des Gebietes mit dem Haupt- 
gebiet, ftir 1 das Hauptgebiet und fur jedes Nichtgebiet die Er- 
ganzung zum Hauptgebiete fetzt. 

Beweis. Unmittelbar aus $6. 

V 

5. Die Zeuge oder Produkte von Ausdehnungsgrosen. 

Erklarung. Das Zeug oder Frodukt von n Einheiten erster 68. 
Klasse heist erne Einheit nter Klasse, fofern es ungleich Hull ist. 
Jede Einheit nter Klasse, welche wenigstens eine andere Einheit 
erster Klasse enthalt, als jede andere Einheit nter Klasse, ist eine 
von diefen freie Grftse. 
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lie das Gebiet von n gegenfeiti;* frcicu Grfjaen enter Kloaae oder 
iinglichen Einhcittm ein Gebiet u ter Stufe geuannt. Dagegen nenue 
g oder Prodtikt vim u ui'n]irungliclien Einheiten cine Einhcil utcr 
iil'o Uax Zeug oder 1'rodukt von n gegenl'eitig 1'reien Grosen enter 
GrthMi liter Ktaase. Ich nnteischeide alio. Stnfc und Klasse und gc- 

Stufe imi* fur die Gebiet*, die Kinase nur flir die Zeuge oder 1'ro- 
ist diefe Benennung der Zeuge oder Produkte aber audi geschichtlieh 

In der Bindelehre oder Koinbiiiatiouslchre heist ein Gebinde von n 
der Elementcn abc---n langst ein Gebinde nter Klasse. Es liegt kein 
von diefem geschichtlieh en Gebraucbe abzugehen. Die Satze aber 
urch klarer Betrachtel man v.. B. die Zeuge oder Produkte von m 
:genfeitig freieu Grosen in eineni Gebiete nter Stufe, fo 1st es klarer 
osen niter Klaase in eineni Gebiete liter Stufe 211 mien, als von den 
r Stufe in einem Gebiete nter Stufe. 

sgebenc Erklftrung Ijefagt, das.* zwiscken den veraeluedenen Einheiten 
sae nieiit noch Bedingungsgleichungen herrschen diirfen, wodurcli die 
lfftclienfumme der anderri gefeUt wird. Demi lei 

E + jSF + 3'G-j = 0, wo E, F, G-.- verschiedeue Einheiten 

asse find, und fci wenigstens eine der Vorzahlen l. B. a unglcich 
; die diefer Vorzahl /.ugcliOrige Einheit E nach 14 z.u den Einheiten 

ig, alfo nicht frei von den Einheiten F, G 

. Wenn aE + i 3Pfy(J + -=0 

- verschiedene Einheiten hoherer Klasse find, fo iat a = 0, 
= 0,   oder eine Grose, welche zu den verscMedenen Ein- 
lierer Klasse h6rig oder welche eine Vielfacbenfnmme diefer 
inheiten ist, ist dann und nur dann Hall, wenn ihre fammt- 
rzahlen Nnll find, 
eis: Unmittelbar aus 8atz 15. 

In jedem Zeuge oder Produkte zweier Grbsen der Aus- 
enre kann man, statt die einzelnen Grosen mit Zahlen zu 
1, aaoh das Zeus; der erstern mit dem Zeuge der letztern 
1 oder es ist 

(«a) (/9b) = («j?) (ab) 
eis: Es i«t (aa) (0b) = a (a/J) b (nach 3,0. 

= a (j3a) 1> (nach 4). 

= («(?) (ab) (nach 3„). 

In jedem Zeuge oder Produkte mehrer Grbsen der Ana- 
lehre kann man, statt die einzelnen Grosen mit Zahlen zn 
l, aneh das Zens; der erstern mit dem Zeuge det letztern 
1 oder es ist 
P(«a.,,*b-.) = («r ? -'> p (»,i>;-) 
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Satz. In jedem Zeuge oder Produkte mehrer Grdsen der Aus- 72. 
dehnungslehre kann man die Fache oder Faktoren, welche Vielfache 
derfelben Grose find, ohne Aenderung des Wertes vertauschen, oder 
es ist 

F(ora, /ia« •) =3 P(^a, m*« •) 

Beweis: P(>a, /Ja- •) = (aft • • ) P(a, a ..) (nach 71) 

= (/?«••) P(a,a..) (naeh Zahlenlehre 160) 

— P(/?a, fr a ..) (nach 71) 

Satz. Ein Zeng, dessen einer Fach (Faktor) eine Vielfaehen- 73. 
fumme ist, ist gleich einer Vielfachenfumme von entsprechenden 
Zeugen, welche man erhalt, wenn man statt der gegebenen Vielfachen- 
fumme die Stttcke fetzt oder 

l\ ceL +p\ } + . •) C = a Pac + § Pbc -\ 

Be we is. Unmittelbar aus Grftsenlehre 71 und Ausdehnun<>*>- 
lehre 71. 

Satz. Das Zeng oder Produkt zweier Vielfachenfummen aus be- 74. 
liebigen Grdsen erhalt man, indem man jede Grdse der ersten mit 
jeder der zweiten zu einem Teilzeuge einwebt (multiplizirt), jedes 
diefer Teilzeuge mit dem Zeuge der zu den betreffenden Grdsen ge- 
hdrigen Vorzahlen vervielfacht, und dann fammtliche Zeuge, welche 
fich auf diefe Weife bilden lassen, zufilgt oder addirt, oder 

(S aa a a ) • (S £b bb) = Sa(i^ (a a be) 
wo a a bb beliebige Grdsen, aa fib beliebige Zahlen. 

B e w e i s : (S a a a a ) • (S 0b bb) = 8 aa [a a • (S fib bb)] (nach 73) 

= 8 a A [pf> (a a be)] (nach 73) 

= S a a fib (a a bb) (nach 12) 

Satz. Der Satz 74 gilt auch fttr beliebig viele Fache oder 75. 
Faktoren, d. h. 

( S<x a a a )(S£b bb)(S y c c c )- • • = S (a a fib y c •••)(*« *>* c c • • •) 
wo a a , bb, c c • • • beliebige Grdsen und a fl , fib, y c • • • beliebige Zahlen, 

Beweis: Wenn der Satz fiir irgend eine Anzahl m von Fachen 
oder Faktoren gilt (Annahme), to gilt er auch fiir m -f- 1 Fache. 
Es fei nach der Annahme 

(S aa a a ) • (S fib bb) • • • (S ji m m m ) = 8 (aa fib • • • ju m ) (a« bb • • • m m ) fo ist 

(S a a a a ) • (S fib bb) • • • (S/u m mm) • (8 v n n B ) 

= [8 (<Xa/?b- • -jUm) (a a -bb- • -mm)] (S vn nn) (nach Annahme) 

= 8 (aa fib • • -/*m Vn) (a fl • bb • • • m TO • n n ) (nach 74) 
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i gilt der SaiB-'7,5 nacli Satz 74 fiir zwei Fsm'Iic "der Fakloren 
itt er fortsohreitencT.ancli fllr bcliebig vide. 
;z, Das Zeug oder Produkt von n Vielfachenfummen von 
ti erster Klasse ist erne Vielfachenfumme von Einheiten n tei 
"oweit die Zeuge der n Einheiten enter Klasse nngleich Hull 

A-eis: Uflmittelbav aus 75. 

in Sate K8 bis 75 entwickelteu Geretae find die allgeincincn Gcfetzc, 

i der Ausdehiiwigfllclire far alio Arton vim Zcugcii udcr Produktcu 

lie yii;eiiULinli.'lii'ii OeltUn fill- die eiimeliieii Arlen der Zeuye oder Pro- 
i Griisco gehoii ails den Bedinguug.^lcidmiigeii lienor, welchc l'iir die 



Die inaere Webung, den Begriffen der Bestim,. nuclei, re oder I...j[Jk 
eiitriiii-ueiieiid, iiir welchc dan Zeug uder Pi-udukt aweier versiliiedeiwr 
Einhdtai. gleieh Null gefetzt wird. e.-ej - 0. 

Die iLnsoru Webung, den Gebiiiden der Biiideli-hve oder Kombii.nl ions- 

•eUcdeaor Bi.iheiten u^leu-h Null aufctrt wi»L r a v t Z »- 
klarung. Die innere Webung oder die innere Mul- 
tion heist in der Ansdehnnngslehre diejenige Art der Webung, 
she das Zeug oder Produkt zweier verse-hied ener Einheiten Null, 
g oder Produkt zweier gleieher Einheiten eins ist. 
ej-en = e* •€».= !. 
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-Von der innern Webung giebt es nur cine Art. Da e a «e^ =='0, fo muss 

e a -e a ^ fein, denn fetzeu wir hier audi e a • e a = 0, fo werden fammtliche 

Grosen Null, d. h. es verschwiudet die gauze Webung. Das Zeug e a «e a muss 

alfo uugleich Null fein. Soil nun aber diefe Bediugung eine allgemeine fein, fo 

dass e a «e a -»-e a ^0 ist und will man nicht fur jedes diefer Zeuge einen andern 

Wert einfiihren, fo ist es das Einfachste, wir feUen e a 'C a » • «e a — e a «e,,. Soil nun 

1 
audi gleichzeitig e a » - — 1 gelten, fo folgt allgemeiu fiir jedes beliebige a 

ea'?a = e fl -e a 4 = e a .e a (e a .— ) = c fl .e fl .e a .l.--- (nach 4) 

/ 1 \ 1 11 

" V tV e 7 " e =~ e a ,e a-«a-e a • "' ' " ( UJU ' h 4 ) 



^a r -a u a 



1 1 

= = <Ve a . " • ■— da c a .e 4 .e a .e a = e a -e a 

/ 1 \ 1 1 

= e a • Ie a -— - 1 . - -=e a .l • - 

1 

d. h. es werden dann alle Zeuge e fl -e a — 1 fiir beliebiges a. Man kauu alfo alle 
Zeuge oder Produkte zweier gleicher Einheiten gleich eins fetzcn und ht fiir 
innere Webung allsremein: 

e a- e a^e 6 .e 6 ^l e a -e 6 — 0. 

Wir konnten nun zunachst die Gefetze fiir die innere Webuug entwickeln- 
aber, wie fich im Folgenden zeigen wird, gewinnen wir diefe Gefetze bequemer 
durch Anwendung der iuisern Webung und konuen demnach fofort zur ausern 
Webung iibefgehen. 

Erkl&rung* Die &usere Webung oder Multiplikation 78. 
heist in der Ausdehnungslehre jede Art der Webung, fiir welche das 
Zeug oder Produkt zweier oder mehrer verschiedener Einheiten un- 
gleich Null ist oder ea • e& £ e a • e& • ec • • • £ 0. 

In der Bindelebre oder Kombinationslehre werden wir vier Arten von Zeugeti 
oder Produkten kennen leruen, fiir welche fammtlieh die Bedingungsgleichung 
e a' e & Z ^ gilt, njimlich. 

1. die Gesehiede (Komplexionen) oder die Zeuge, fiir welche Vertauschung 
zweier Einheiten gilt. 

2. die Geander (Variatiouen) oder (lie Zeuge, fiir welche diefe Ver 
tauschunsj- nicht gilt, 

und in jeder diefer Gattungen zwei Arten, niimlich 

a) die Vollgebinde (Kombinationen mit Wiederholnng) oder die Zeuge, in 
denen das Zeug zweier gleichen Einheiten uugleich Null ist und 

b) die Ausgebinde (Kombinationen ohne Wiederholnng) oder die Zeuge, 
in denen das Zeus zweier gleichen Einheiten Null ist. 

Wir erhalten alfo in der Bindelebre folgende vier Arten von Zeugen oder Pro- 
dukten: 

Die VoUgeschiede (Komplexionen mit Wiederholung): Ca«e a ^0j e a «e^ =• e^«e a 
Die Ausgeschiede (Komplexionen ohne Wiederholnng): e a «e a =:0*, e a «ej, — ej,»e a 
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Die Vollgeander (Variationen mit Wiederhohmg) : e fl -e a ^0j e a «efc 2" e 6' e a 
Die Ausgeander (Variationen ohne Wiederholung) : e a -c a — 0; e a -e$2 e b #ea 

Verfuchen wir nun diefe vier Arten der Zeuge oder Produkte in die Aus- 
dehnungslehre einzufiihren. fo ergeben fich die folgenden Betrachtungen: 
$->•'. Filr die erste Art der We bung, welche den Vollgeschieden (Komplexio- 

nen mit Wiederholung) entspricht, fiir welche alfo Vertauschung zweier Einheiten 
p^J. gilt, und fiir welche zugleich das Zeug zweier gleichen Einheiten ungleich Null ist. 

fP&v ; gi^ die Gruudformel der Verwebung e r o s — ?s e r (Grdsenlehre 61) unci gcht daraus 

das gauze Gefetz der Verwebung (Grosenlehre 62) hcrvor, d. h. man kann in jeder 
Grosenkniipfung ohne Aenderung des Wertes die Plusklammern und Malklammern 
beliebig fetzen oder weglassen, die Ordimng der Fache oder Faktoren beliebig iindern 
und die Beziehungsklammern anflftfen, indem man jedes Stiick des einen Faches mit 
jedem des andern verwebt und die Zeuge zufiigt (die Produkte addirt). Es ist dies 
das Gefetz, welches in der Zahlenlehre feine Geltung hat, der Begriinder der Aus- 
dehnungslehre H. Grassmann hat diefe Art der Multiplikation daher die alge- 
b raise he genannt. Es versteht iich von felbst, dass ihr auch eine algebraische 
Teilung oder Divifion, eine H6hung oder Potenzirung u. f. w. zur Seite geht, und 
dass man fiir alle diefe Verkniipfungen ausgedehnter Grosen unmittelbar die Gefctze 
der Zahlenlehre als geltend annehmen darf. Ich nenne diefe Art der Webung in der 
Ausdehnungslehre eine Flechtung, das Zeug oder Produkt ein Flecht*. Dei- 
Name algebraische Multiplikation kann leicht zu lrrungen und Missverstandnissen 
fiihren. Es ist ja unzweifelhaft, dass jedes Vielfache aa ein algcbraisches Produkt 
ist, dasfelbe wird in alien Arten der Multiplikation, bei innerer Webung, wie bei 
Flachung und Flechtung angewandt. Das Flecht der Ausdehnungslehre muss von 
diefem algebraischen Produkte unterschieden werden, ich wende daher iieber den 
Namen Flechtung und Flecht an. Der Bruder hat den Namen algebraische Multipli- 
kation nur gewahlt, um den Mathematikern die Sache mehr mundgerecht zu machen 
und dadurch die Einfiihrung zu erleichtern. Der Begriff der Flechtung ist iiberdies 
ein neuer und ist daher fiir den neuen Begriff auch ein neuer Name erforderlich 
oder doch wiinschenswert. 

Fiir die zweite Art der Webung, welche den Ausgeschieden (Kom- 
plexionen ohne Wiederholung) entspricht, fiir welche die Vertauschung zweier Ein- 
heiten gilt und fiir welche zugleich das Zeug zweier gleichen Einheiten Null ist, gilt 
die Bedingung e a e a = 0, und, da in der Ausdehnungslehre jede Grose als Einheit ge- 
fetzt werden kann, auch = (e a + e$) ( e a -{- e&) = e a e a -(- e a e& + e 6 e a + e fc e b 
alfo da = e a e a — e$ e$, auch = e a e$ -|- e$ e a . 

Da nun ferner Vertauschung gilt, fo ist e a e& = e$ e a mithin auch e a % = 0, 
d. h. es werden fiir diefe Art der Verwebung fammtliche Zeuge oder Produkte 
Null und fallt diefe Art der Rechnung mithin aus. 

Fiir die dritte Art der Webung, welche den Vollgeandern (Variationen 
mit Wiederholung) entspricht, fur welche alfo nicht Vertauschung gilt und fiir welche 
zugleich das Zeug zweier gleichen Einheiten ungleich Null ist, gilt nur die Grund- 



* Das Flecht en bezeichnet ein Verkniipfen von jedem mit jedem, ist alfo 
*iir diefe Art der Zeuge ein ganz passender Name, da ej und e 2 geflochten 

e i e i e a e t geben und alle diese Produkte ihre Werte behalten, ohne zu 
e t e 2 e 2 -e 2 & ' 



verschwinden. 
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formel der Einwebung (Grosenlehre 57) und daraus abgeleitet das Gefetz der Ein- 
webung (Grosenlehre 60), d. h. man kann in jeder Grflsenkniipfung die Plns- 
klammern und die Malklammern beliebig fetzen oder vveglassen und die Bezichungs. 
klammem auflofen, indem man jedes Stuck des einen Faches (Faktors) mit jedem des 
andern webt und die Zeuge zufiigt (die Produkte addirt). Es scheint hienach 
als konnte audi diefe Art der Webnng oder Multiplikatiou in der Ausdehnungs. 
lehre verwandt werden; aJlein es ergiebt fich, dass diefe Art der Webung nicht 
Zeuge liefert, welche gleichmasig oder fymmetrisch und zugleieh unabhangig von 
den urspriinglich gefetzten Einheiten fiud, und dass diefe Art dor Webung daher 
hir die Ausdehnungslehre keine allgemeinen Gefetze liefert. 

Fiir die vierte Art der Webung, welche den Ausgeandern (Variationon 
ohne Wiederholung) entspricht, fiir welche alfo nicht Vertauschung gilt, fttr welche 
aber das Zeug zweier gleichen Einheiten Null ist, gilt die Grundfonnel e a e a = 
uud, da in der Ausdehnungslehre jede Grose als Einheit gcfetzt wcrden kann, auch 
= (e a + e$) (e a + e 6 ) = e a e a -\- e rt e& + e 6 e a -(- e 6 e& mithin da = e a e a = e b e 6 
auch = e a e$ -f* e fc e a-> niithin e$ e a = — e a e& . 

Es bildet diefe Art der Webung oder Multiplikation die der Ausdehnungs- 
rehre eigentftmliche Verknttpfung. Der Begriinder der Ausdehnungslehre hat diefe 
Art der Multiplikation die kombinatorische genannt, ich nenne fie eine 
Flachung, das Zeug oder Produkt ein Flach*. Der Name kombinatorisches 
Produkt kann leicht zu Irrungen und Missverstandnissen fiihren. In der Kombi- 
nationslehre wird jede Kombination ein Zeug oder Produkt und zwar, wenn 
aa ^ a, a -|- a = a ist, ein kombinatorisches Produkt genannt. Das Flach der 
Ausdehnungslehre muss von diefem kombinatorischen Produkte unterschiedeu 
werden. Ich wende daher lieber die Namen Flach und Flachung an. Die Satze 
werden dadurch auch deutlicher und kurzer. Der Bruder hat den Namen kombi- 
natorisches Produkt wieder aus Riickficht auf die Mathematiker gewahlt, urn 
dicfen die Sache leichter und bequemer zu machen. 

Wir haben alfo von der ausern Webung oder Multiplikation der Aus- 
dehnungslehre zwei Arten kennen gelernt, die Flechtung und die Flachung oder 
die algcbraische und die kombinatorische Multiplikation. Von diefen ist die 
Flachung bei weitem die einfachere. In der Tat, betrachten wir bei zwei Ein- 
heiten ej und e 2 das Zeug zweier Fache oder Faktoren [(a t ej -f-«a e/) (i*i e t -|- ft e 2 )] 
=• otj ft [e t e{\ -{- (*2 ft t e 2 e al -f* a i £a t^i e aJ 4" "a ?\ \ e 2 c iJ«. fo ftthrt fich dies bei 
der zweiten Gattung, wo [e t ej] = [e^ e 2 ] = 0, fe a ej — — \e t e 2 J ist, auf 
(a t ft — a 2 ft) [c ( e 2 ], alfo auf nur eine Einheit, namlich \e { e 2 ] zurtick*, ja, wenn in 
einer Entwicklungsreihe nie mehr als jene beiden ursprunglichen Einheiten e t und e 2 
vorkommen, fo wird man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tun, [ej e 2 ] = 1 
fetzen kftnnen, und erhalt dann als das Zeug eine Zahl. Ganz anders bei der ersten 
Gattung, wo fich jenes Zeug auf a t ft [ej ei] -|- .* 2 ft [e 2 e 2 J -{- (a, ft -f- « 2 ft) [e! e 2 J 
zuriickfiihrt, alfo auf nicht weniger als drei Einheiten. Wenn hier nur die 
beiden ursprunglichen Einheiten e 4 und e 2 vorkommen, fo kann man als ein. 



* Flach staimnt vom alten Verb spal, sskr. phal spalten, bersten. Davon 
ist abgeleitet palaka, sskr. phalaka, gr. plak-s, lat. planca, Brett, Planke, ahd. flahi 
nhd. Flach, die Flache: das auseinander Tretende, ilch Ausdehnende. 



An sd ehn ungslehre. 



,v., 



ten Fall e[ = 1 und cj=: i = ( — 1) '' fetzen und hat danil e, ei = — ej'C,= 1 
c, -e, = <.ve, = i, das heist, man erhiilt daim als Grose n die RichtgrSeen oder 
ilexcn Griisen a + ill, welch? iilfn mir cinen einfachcn Fall diefer Art der 
ifnng darstullen. I)a es in der Eritwicklnng der WiBsenschaft viw alien Dingen 
if ankoinint. die nach mid nnrh hcrvortretcnden Griisen in ihrcm einfechaten 
lie /.ii erfnasen, {•> werden wir ink der Fluchnng liegimien und Ac in der 
ehnungiilelire liehandeln, wBlirend wir die Fleehtung erst im hmiern Zweige 
Auserilehre oder Synthelis ertlrtci'ii werden. 

Erklarung. Das aosere Zeug oder Frodukt heist in der Ans- 
mngslehre eia Flach ('ein kombinatorisclies Prodnkt), wenn 
Zeng zweier gleiehen Einheiten Null ist, and anch je iwei Zeuge 

Prodnkte von Einheiten, welche dnrch Vertauschnng der beiden 
;en Fache oder Faktoren ans einander hervorgehen, zur Snmme 

geben, dai Zeichcn derCelben ist die Fl&chkammer [ ], oder in 
ueln 

[«« • e„] = [e* to] -\  [« e«] = 0. 

Erklarung. Das aiuere Zeug oder Prodnkt heist in der Ausen 
9 oder Synthesis ein Flecht oder ein algebraisches Prodnkt, 
n dai Zeug je zweier gleiehen Einheiten, die nngleieh Nnll find, 
i nngleieh Nnll ist, and in dem Zenge nngleioher Fache oder 
toren Vertansehang der Fache gilt, das Zeiohen derfelben ist das 
gewAhnliohen Webnng, oder in Formeln e* ea £ e« ct = et. en 

l.'m vollstiindig klar an aein, entwickeln wir bei spiels weiae die verackie dene n 
eiten 3. Klasse ans den (J ursprlinglichen Einheiten e, e^ e s e 4 ej e i; wobei 
die Zeuge. in denen glck-hc ursprilnglielie Einheiten vorkommen, in dem 
i Flechten, nngleieh Nnll, 1m andern, wie liei den 



. glek'h Null setieu. 



Die Fl&che driller Ma-. 



urspriinglichen Einheiten. ii ursprllnglichen Einheiten. 

i, e,e,ej, e^ej, e ( e,e„ 0,6,6^ e,Cie u 

o,e,e,, e,ei«j, cie^, e^L'j, CiC-jC, «i<Sa«s», «ie a e 4 , eie^ s , eie,e, 

e^e*, ei^e*, uiCj*:*, ei^^s e i«» e <, «ie»e», e^e, 

e,e,c„ e,e,er„ e^e, eje^ti e,e 4 e, 

uiCjCj, e,e s e 6 e,e,o, 

ejBjKj, Ojeje 3 , CjtijCt- ejL-jUi. tijejej 

efoe 3 , eje a e t , CjC,ej, «]eje B eje,e„ e^-je^ e^e»e, 

eje.e,, e^e,, o^e l e e <:■&&>, e.^e, 

ejejej, eft-fa fypfo 
e^L-a 
c a e a i' a , ii 3 Cj(.'i, e a e 3 L-i, e a e a e u 
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m 

eae 5 e 5 , e 3 e b e 6 c 3 e 5 e a 
e 3 e 6 e<; 

e 4 e 4 e 4 , e 4 e 4 e 5 , e 4 e 4 e« ; 

e 4 e 5 e r> , e 4 e 5 e y e 4 e 5 e tf 

e 4 e 6 e 6 
e 5 e 6 e (i 

Jeder, welcher die Kombiiiationslelire keimt, fieht auf den ersten Blick, dass 
dies die Oeschiede oder Komplexionen sind, aber als Zeuge oder Produkte im 
Sinne der itusern Webung oder Multiplikation aufgefasst. 



" ' R. Grassmann.' Ausdelmungslehre. 3 



Zweiter Abschnitt der Ausdehnungslehre: 
Die Flachungslehre. 

t>. Die Gefetzo <Jer Flacliungelehre. 

Erklarung. Das Flach odet kombinatorisciie Produkt heist oin 
Bug odet Produkt von Einheiten, die Webung heist Flachnng oder 
imbinatorische Multiplikation, wenn 

1) jedes Zeug, welches nur verscbiedene Einheiten enthalt, un- 
gleicb. Noll ist nnd 

2) die Surame zweier Zcuge von Einheiten, welohe dnrch Ver- 
tanschuog dei beiden letzten Einheiten ans einander her- 
Torgehen, Bull ist. 

Das Zeichen des Flaches ist eine urn das Zeng gefetzte Flach- 
ammer, gelefen „ Flach" z. B. [e, e a ] gelefen Flach e, e a , 

Zwei Gr&sen heisen gleichgeordnet, wenn in zwei Beihen der 
rttsen diefelbe Grose die frnhere, fie heisen entgegengefetzt ge 
dnet, [wenn in der einen Beihe die Grose die fruhere ist, welche 
der andern die ipatere ist, 

Die Flachung oder die kombinatoriache Multiplication haben wir die auserc 
cluing oder Mulciplikation genannt, filr welche [e„-e a ] = 0und [<V e t] -\-i%-e a "} 
 iat. In der obigen Erklarung ist die letzte Bedingungsgleiehung etwas 
gemeiner gefasst, wie fie fiir die weitere Ableitung erfordcriich iat, die erate 
^dingungsgleicliung aber fortgelassen, da Re fich aus der andern yon Telbsl 
»iebt und In Satz 829 abgeleitet wird. 

Filr die Flach kl aim ner wird meist au3 Bequemlichkeit der Dmcker die Echarf- 
ntige Klammer [ j genommen, welche allgeinein filr gewiihnliche Klammcm 
rwaudt wird, fobnld zwei Ar;cn von Klammern zu unterscheiden find z. B. 
-)- b (c — k')] '*. E* hum! nun leicht zn Verwirrungen fiihren, wenn diefe 
Ibe Klammer jut Buzuichitimg der flache and zugleicb far gewOhnliche 
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Zeuge oder Produkte verwandt wird. Ich habe daher eine abweichende Form 
fur^ie^Kl^ch^mmer efrigefilhrk -welche jede VieTwechifelung'.'ausschliesi 

Satz. [eie 2 e 3 -] £ 0. . 82. 

Jedes Flach, in welchem nur ungleiche Einheiten geflaclit find, 
ist uiigleich Hull, j /*" ' ... y , - . f ' 

Satl' ' " " [Ee r e 8 ] + [Be s e r ] =^0., ' "'' * ' 8 3. 

; Die Summe zi^ieir \<Flaohe Von Einheiten, welche auseinander 
durch Vertauschung der letzten beiden Einheiten hervorgehen, ist Null. 

Satz. Fur die Flache gilt das Einigungs- und das Beziehungs- 84. 
gefeti fur alle Grdsen, dagegen gilt das ^ Vertauschungsgefetz der 
Fache oder Faktoren nur fur Zahlen. 
..Beweis. .Unmittelh^r aus 3 und 4. 

Fur die Flachung oder kombinatorische Multiplikation.gilt nieht die. Ver- 
tausehung^-der Fache .oder Faktpreii-^ fqfern. dies- Einheiten oder; Grosen deiv Aus- 
dehnurigislehre find. So ist nach 818 e r e 8 ]J e« e r , weim r^s ist', aber da 
Ceres] -|~ [es e r ] = ist, fo besteht der Urit'ersehicd diefer Flache! nur itn Vorzejchan -f ; 
es ist [ere s ]= — [ese r ]. Es andert Hcli alfo bei der Vertauschung der Fache oder 
Faktoren nur das Vorkelebeni oder die • Voriahl: Die nachsfce-AiifgabcJ wir&' <es w 
demktch '»fein, festzustellen, Welches] Vorieiehenj das . Flach erhalt, wenu die 
Ordftuug j&er Fache beliebig geiindert wird. ... 

.Satz, Fur die. Flachungr gelten namentlich auch die Satze 85. 
70 bis 76. 

• 6 Sewefe;. Da diefe ShUze fur alle Arten der Webung oder Mul- 
tipiikation gelten,. fo gelten: fte auchfUr die Flachung. 

Satz. [Abe] -f [Acb] == 0, wo b und c Grdsen erster. 86. 

Klasse finlL «'•/ : V- '■■•; •"•- *[- ."'-v.; ■'- [-.."...'« 

• Mankann in jedem Flache von Grdsen erster Klasse die beiden 
letzten vertauschen, wenn man zugleich das Vorzeiclien entgegen- 
gefetzt nimmt.- • ; - ' i ; ; 

*- Be-we-is. a. Els feien- -b -und- c- Einheiten. Die Grofce A lasst 
ilen* als' Zetig voii Grosen erster KlaSse a*if die. Form bringen; 
A = Sa r E r) wo E r ein Zeug von Einheiten ist. Ftihrt man diefen Aus-^ 
drnck ein, fo ist * » .; . . • : ..-.•.• 

'"[Abc'y + t Acb] ='FS«aEabcT*_|. j""SaaEacb"| = Saa[Eabe] ^- Sa a [E a cb]- 

- -' *'.:.;.- .. i- :.: • ! ..• \ .".'. ; (nach 73) 

r : - - = Soa([E a bc] + [E«cb].) ■!-. 

-■ • --- :■<..'. -,■■•:. ,'.•' -. '..:.. -..- .• , -•• .^ . ' ,.  • .- - ...-' 

-•". -^ •" - ::_'. ,.\ ■:••■: ••,:;. ':-.\^ : ^=Soa^0==Q (nach. 83 J 

.3* ••'■.■ -"i 
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b. Es fcien b uuil c Grosen erster Klasee und fei b = 8j? t et and 

M 

[Abe] -f [Acb] = pA^**) (S %tt )l + r A (S**) ( 8 ^ e ")l 

= S/Ja/ifAeaeO + Sftj^AeseJ (na C h 71) 

l : n I,n 

= S/SanflAces] -f [Aete,,]) (nac h 3) 

_ 9(S a jTiO = ( na ch 86.a) 

Viel einfacher ist der Beweis far cin Geitiet dritter Stnfe, wie es der ftuaere 
m ist. Ich lasso daher diefen Beweis noch in der Anraerkting folgen, da er 
Sache klarer macht. 

Beweis far ein GeMct dritter Stufe. Es lei a = Sa a e„, 

= 8§beb, y = ^ytec, fo ist nach 75 

1,3 1,3 

j] -j- [acb] = S(« (l ^6j'c)[eae*ec] + SCa^c/JOI^ecetJ 

= 8(a»ptyt') ([eneBec] + faeces]) (nach 3,,) 

= S{ tftydO = (nach 83) 

Bats. [AbcD] -f [AcbD] — 0, wo b nod o Groaen 

et KUbbc. 

Man kann in jedem Plache von Grosen enter Klasse beliebige 
i auf einander folgende Grosen vertauschen, wenn man zugleicb. 

Vorzeichen entgegengefetzt nimtnt. 

Beweis. Es ist [AbcD] + [AcbD] = ([Abe] -f [Acb])D 

(nach 3, s ) 
= 0-D = (nach 86) 

Satz, [P*,b] + [Pb,.] = Oder [P»,b] = — [Pb*] 

In jedem Plache von Grosen enter Xlasue kann man beliebige 
i Groaen vertauschen, wenn man zugleicb. das Voneiehen ent- 
engesetzt nimmt, 

Beweis. Wenn zwischen a und b noch a Grosen erster Klasse 
en: fo vertausche man a mit der n&chstfolgenden und fo fort mit 

n 4- 1 naehsifolgenden, fo hat es die Stelle des b; demnachst 
ausche man b mit der nacbstvorhergehenden und demnachst mit 

n vorheigehenden, i'o hat es die Stelle, welche zuerst a hatte. 
Ganzen find hierbei zwei auf einander folgende Grosen 2n -f- 1 

vertauseht und ist dadurch das Vorzeichen 2+ 1 inal entgegen- 
izt geworden und zuletzt entgegengefetzt geblieben, d. h. es ist 

J--PV-] 
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Wir kommen nun zu der Betrachtung der Flache von Grosen hdherer 
Klasse Oder zu den Flachen der Flache. 

Satz. [AB r CJ = (— l) M [ACaBr], 89. 

wo B r ein Zeng (Produkt) von r, C s ein Zeng von 8 Fachen oder 
Faktoren enter Xlasse ist oder 

Wenn man in einem Flache yon Grdsen enter Klasse eine Eeihe 
von r Grdsen mit einer nnmittelbar darauf folgenden Eeihe von 
s Grdsen vertanseht, ohne im TJebrigen die Folge der Grdsen zu 
ftndern, fo. ist das hervorgehende Flach gleich dem ursprttnglichen 
mal (— 1)". 

« 

Beweis. Es fei C 8 = c t c 2 - -c a ; rttckt man nun c x vor B r , d. ft. 
vertauscht man es mit der n&chstvorhergehenden und To fort mit den 
r vorhergehenden Grdsen, fo andert fich das Zeichen r mal und 
es wird 

[AB r CJ = £AB r CiC 2 • cj == (— lyfAc^Cj • • cj 

= ( l^JACjCjBjCa. 'Cj U. 8. W. 

= (— l^CAc^. .c.B r ]=(— 1)"[AC3J 

Satz. [A q B P CJ = (— 1)^ + v+^CAAJ 90. 

Wenn man in einem Flache yon Grdsen enter Klasse eine Eeihe 

von q Grdsen, welche durch eine Eeihe von r Grdsen von einer Eeihe 

von s Grdsen getrennt find, mit letzteren vertauscht, fo ist das hervor- 

gehende Flach gleich dem ursprttnglichen mal ( — l)v + v + » 

Beweis. Es ist £A q BrCJ = (— 1)<« + r > 8 [C fl A q B r ] (nach 89) 

_ (_i) (q + *)■(— 1) v[C 8 BrA q ] (nach 89) 

= (— 1)V * q» + ^(CiBrAq]. 

Satz. [P] = (— 1)'[0], 91. 

wo jT] nnd Jft] diefelben Fache oder Faktoren enter Klasse enthalten 
nnd r die Anzahl der Grdsenpare bexeichnet, welohe in P nnd ft 
entgegengefetzt geordnet find oder 

Zwei Flache von Grdsen enter Klasse, welche diefelben Grdsen 
enthalten, find einander gleich, wenn eine gerade, einander entgegen- 
gefetzt, wenn eine nngerade Anxahl von Grdsenparen in beiden 
Flachen entgegengefetzt geordnet find. 

Beweis. Seien in [Q] r Grdsenpare erster Klasse entgegengefetzt 
wie in JP], fo vertausche man jedes diefer r Pare, fo wird aus [Q] [P], 
zugleich aber ist bei jedem diefer Tausche das Zeichen nach Satz 88 
entgegengefetzt geworden, d. h. es ist [P] = ( — l) r [Q]. 

Satz. [*»>»] — °- 98. 

Wenn in einem Flache swei Fache oder Faktoren gleich find, 
fo fet das Flach Hull. 
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Beweis. Nach Satz 88 ist [l\,b] + [f*b,a] = 0, alio :wenn 
und b gleich lind, J 'ft -iot j ■■(..■; 

I> = [P.,.] i [P.,.] = 2[P„], d. 1,. [P.,.] - 0. 

Sati. Ein Flach von Gciisen enter Klasse [a,ai--a n ] ist Null 
renn zwischen den Grosen eine Horigkeit herrseht. ~ 

Bewei*. Es I'ei a! = « 3 aj -•■ 0383 +   -)- aoan, lb i"' 
a,a5- a D ] = [(Ojaj + <h*h +•' +■ «**»)») «s ' ■*»]'■' 

= ai[ajft28a   a n ] - 1  a^o^&jt^ -  a B ] -{-■* + anta^ajag   a n ] 

(nach 4' und-73) 
= o,-0 -1- etj-0 -l httn-0 = '(nach 92) 

Wir koiumen mm 211 den SiiUt-n iilier die Flaclmii;.' *<>» ViclfachenfitiriiBeii. 
tie Flaclic tier Vielfachenfummen von Finheiteu eratcr Klasse entwkkeln; fich 
aeh dem Satze 75, 

Bata.KBoaaO-CSmjabbo-Cg/cjh:). .( : 8/tm.*)]— S(«^tf ( j ^m^M^  ■«■] 
ro aj, bb, Cc- im n beliebige Grftsen enter Klasse, a^t   beliebige 
lahlen oder - * 

Das Flank mebrer Vielfachenfnnunen ans beliebigen Grdsen erh&lt 
ran, indem man jede Qriiie der enten Vielfachenfumme mit jedei 
er zweiten, das Zeng derrelhen mit jeder der dritten 11. s. w.-n 
inem Teilzeuge flach t (multiplizirt), jedes dieter Teilzeuge mit den 
leuge der zn den betreffenden ' Qrosen geh&rigen V.orzahlen verviej- 
icht, und dann fammtliohe Zenge, welcne fich anf dieCe Weife bilden 
issen, zufttgt odeir addirt. - -  

BeweiH. ! . Qnmit fcelbar nach Satz 75. 

Satz. (SaaaaXSjSbabl- ^■(S l u m a ni ) i^! 8{««j3»yc •  ■jim)[a a awic- -an] 
ro a^atac   a ra beliebige GrBnen enter Klasse fan Gebtdte ntefjStnfe 
ind a ,jSb,/c,- • -/tin beliebige Zahlen Bad. ' "' ' 

Beweis. Unmiltelbar nach 8a(z 94. *. V; 

Da fich nach* Sat/. 91 fiir die Flariic lieim Vertnnseheii der Fache «d«i 
: aktoren tiur das Vor/.eichen andert," fo kanh man befallen doh Zeugeri, welcte 
iefelben mGrSsen a a a&---am cnthallen,' die Fache nnter Berliekfichtigung des 
'orzeichens fo umordnen. (lass die Zejger de* GrSseu steigeml geordnet .find, null 
anii daiiii alle dicfe Zonge in, ein Glied zufamHienl'aaBen, indem man die Snmuie 
iff .,Yqiv,abluii flicR'r (iiinmtlidieii Zeiijje. jede inifihrein Vor/,eic|ien in eine Vor 
aht  v«rrinij;l mid diefe mit dem Flache vervielfacht. ' J - ; '-■ 

Dip Vciwahl ist dann die Summa der Tauscho oder Pfrmutationeu alis ii<^ 
uFaclien '^nj'c' 'ftn, fol'eni marfjoilui 1 Tausthe Ja» eijlsurcchuiHle VDrwichcn ^iebi. 

Han i-rliillt diefc Tauache, wraiu .mfiu. jp^le der m Zahlen ■*„ 1. .B. « c mil 
idfr jlsi' iiiiderii Zahlen /l, J'v^ welil. fuffi'it. alle diefe Zahlen andece ZeigM 
\a n a . liiei- alfo als a' e halwiu Ea wi'nl alfo « c init "den fanimtliclnm Taaschen 
.us den 111 lFachpii ,(,;[■■',«» «'u &,C- .-m uuykieJi r laft, sjewpbt ' Rif.in/ahl 
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dcr Gliedcr in diefer Summe ist alfo gleich der Anzahl der Tausche aus mGrosen 
d. h. l-2«3«-«m = m! Gleiche Zeiger kdnnen unter den m Zahlen « a /V'i"nt 
nicht vorkommen, da dann das Flach [a a b&«"a m ] nacli 92 Null ware. 

Das Vorzeichen jedes Gliedes ist ( — l) r wo r die Zahl der niederen Zeiger 
angiebt, vor welche ein hoherer Zeiger getreten ist. So ist in n^iy^ das r = 3, 
in a^y^, das r = 4, in «4|S 3 yicP 2 das r = 5 n. s. w. 

Wir nennen die Summe aus diefen Tauschen mit ihren Vorzeichen die 
Flachtausche. 

.Es ist alfo 8(a a Pi)[& l * l '] --- (ajft-— "aMC*!^] 
Es ist StaJivJififoQ^— (a l ;i 2 ra--a 2 ?iy z -^^^ 
Es ist S(of a /? 6 y c ^)[a 1 a a a 3 a 4 ] = 
(ot^ 2 y 3 cr 4 — a^ t y 3 d A — a t fi 3 y 2 d k + "aArf'A + "thr-A — "iiM'A 

— «iAn' f 3 + "iforJi + a thrA — <*rf*rA — <hhvA + "zfc'A 

— « 4 /9,r 2 <f 3 + (i k faY\#* + <*tf\Yz*2 — «*h7z*i — "tfzVA + «4AVi^j)[a|0Aa*] 

Man entwickelt die flachtausche am bequemsten schrittweife erst fur 2, 
dann fur 3, fttr 4 u. s. w. Fache und zvvar fo, dass man jedesmal das neu hinzu- 
tretende Fach zuerst die letzte Stelle, dann die vorletzte, drittletzte bis zur ersten 
Stelle hin einnehmen lasst. Bei 2 Fachen erhalt man daim 1-2, bei 3Fachen 
1«2*3, bei 4Fachen l*2«3-4 Glieder, kurz bei n Fachen n! = 1^2 «3« • »n Glieder 
kurz man erhalt die fammtlichen Tausche. w'm diefe in der Kombinationslehre 
entwickelt find. Die Zeichen folgen dann leicht. Bei 5 Fachen wiirde Beispiels- 
weife die 5 jede der 5 Stellen einnehmen kdnnen und wiirden auf jeder Stelle 
die 4 anderen Fache die 24 Glieder entwickeln, welche wir bei n = 4 kennen 
gelernt haben. 

Erkl&rung. Die Flachtausche oder Determinante aus 96. 
m Eeihen von je m Zahlen aajfoyc • • pm heist der Gliederausdruck, 
welchen man aus dem Zeuge a a /?6* • jUut, in welohem die Zeiger 
steigend geordnet find, dadurch erhalt, dass man in ihm die Zeiger 
nach und nach auf alle mdglichen Weifen verfetzt, w&hrend man die 
Beihenfolge afiy- • /u unver&ndert l&sst und dann jedes diefer flaobe 
mit (— l) r vervielfacht, wo r die Zahl der niederen Zeiger angiebt) 
vor welohe ein hdherer Zeiger getreten ist. 

Das Zeichen der Flachtausche oder Determinante aus m Eeihen 
zu n Zahlen ist zf m (a a /?&yc- • -jUm) kurz J m . 

Als Beispiel gebe ich noch 

3 
•^(^4^6*8) == ^4Hi^S — ^iCs^t; — ^4^8 + f ^6r A ~f" ( 4*4^6 ^6*4- 

Der Name, die Determinante, d. h. wortlich die Bestimmende, die Be- 
grenzende bezeichnet eigentlich gar nicht die Sache; denn ebenfo gut wie diefer 
Atisdmck ist jede Vorzahl eine determinant;. Das Eigentiimliche diefer Zahl • 
dagegen ist, dass iie die Summe ist aus den Tauschen. foferu man jedem Gliede 
das bei der Flach ung entstehende Vorzeichen giebt. der Name die Flach- 
tausche bezeichnet diefen Begriff genau. Ich habe daher diefe Zahl zum 
Unterschicde von den andern Vorzahlen die Klachtaugche genanut, fetze aber 
stets tlen. lateinischen Namen* daneben, . 



19. Ausflehiiiinffsle.hre. 4 

latz. J m - = S( — lj'a a j3b/c- - (Uni, wo t die Zahl der nieder 

r angiebt, vor welche ein hoherer Zeiger getreten ist. 

Ho wohlgcordiwteii Flaclie mtor Klasse tiijasuc- ■»„,] Run dcin Gebiet 

life ti,aj---s„ liilik'ii ilk; Ausgeacliicde oJcv K<mi|jk.vionen ohne WieJei 

aus iiEhitachen oiler Elemental! zur mten Kljissc, ji;i.les Aiuiizesckieile al 
ch betracktet. Ich iieiinc dkfe Flaeke die GeKekicdsllachc. 
irklarung, Die Geschiedsflache aus nGrosen nur mte: 
ie heisen die Flache mit mFachen aus diefen GrBsen, welob 
srhalt, wenn man diefe GrOsen nach steigendem Zeiger in ein 

ordnet, und dann jede dieter Grosen mit jeder folgenden flachf 
waiter jede* Flaeli aus a Grosen mit jeder anf die letzte Grosi 

Flaches folgenden Grose flacht und to fortfahrt, bis in jeden 
) m der Grosen als Facile oder Faktoren enthalten find, 
las Zeiehen der Geschiedsflache ana nGrosen znr mtei 

e ist [a^aj, &„] m . 

huge Beiapide wci'dcu due Aiischaiuin^ der Gi-'achiedslladie geben. Es is 
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"iV 1 ! 


"I'h'h 
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sjajaj 


"a^iBi 


a,a,&g 


^il;iii, 
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' a^»i. 




ajHjii-, 
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:der, der die Kombinatio mile ore kenut, Jiekt anf den ersten Blick, 
esehiedsflache nichts anderes find, als die Ausgesckiede (Komplexi. 
ftederholung), fi>fem man jedes Geschiede als ein Flach auffaast. 
ie Anzahl diefer Geschiedsflache ist demnach 

nQi -l)...(n-m + l ) n!_ _ 

-1-2-.BI — ml(n— m)! 

atz. Die Geschiedsflache aus nGrofien znr mten Klasse find 

Lusgeschiede (Komplexionea ohne Wiederholung ) aus diefen 

en znr mten Klasse, wenn man jedes Geschiede als ein Flach 

Met 

eweis. Unmiltelbar aus Satz 98 und don Vbrbenuvkimguii. 



i! = l-'i- 
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41 Die Gefetze der Flachungslehre. 100 — 103. 

S at z. (8a&a) • (S/foae) • • • (S^mam) = S J m - [a a a* • - • a OT ] wo 100. 

a<:b<:C' • •<tn. Jedes Flach von mGrdsen erster Klasse, welche 
zu n gegenfeitig freien Grdsen af'--a n horig find, ist die Viel- 
fachenfumme der Geschiedsflache diefer freien Grdsen zur mten 
Klasse, in welcher die Vorzabl jedes Geschiedsflaches die Flach- 
tausche oder Determinante aus denjenigen mVorzahlen ist, welche 
zu den m hdrigen Grdsen des Geschiedsflaches gehdren. 

Beweis. Unmittelbar nach 95 in Verbinduns: mit 97 und 99. 

Satz. Das Flach von n Grdsen erster Klasse, welche zu n gegen- 101. 
feitig freien Grdsen a,--a n hdrig find, erhftlt man, indem man aus 
den nReihen der je nVorzahlen die Flachtausche oder Determinante 
bildet und diefe mit dem Flache [a t a 2 - *a Q ] vielfacht, oder 

Alle Flache nter Klasse, welche demfelben Gebiete nter Stufe 
angehdren, lassen fich als Zeuge einer Zahl mit dem Flache der 
n urspriinglichen Einheiten darstellen. 

Beweis. Unmittelbar nach 100. 

Satz. Wenn em Flach von Grdsen erster Klasse Null ist, fo 102. 
herrscht zwischen den Grdsen eine Hdrigkeit. 

Be we is. Es fei [a 1 a 2 '-am] = das gegebene Flach, dessen 
Grosen a! • • a m zu den n Einheiten ej • • e n horig feien. Angenommen 
nun, zwischen den Grosen a t • • a m herrschte keine Horigkeit, fo konnte 
man nach Satz 23 zu den m Grosen a^-am noch n — m Grosen 
a m + i • -a n hinzuftlgen der Art, dass die Einheiten ej'-en Vielfachen- 
1'ummen der Grosen at • • a n waren. Ftihrt man diese Vielfachenfummen 
in das Flach [e^^en] ein und ftihrt die Rechnung nach Satz 97 
aus, fo erhalt man eine Gleichung der Form 

[e^- -en] = a[a t aj • -a n ], wo a eine Zahl ist, 

= a^a* • •a m )(a m+ t • -an)] (nach 4) 

= a[0(a m ^ i • ^an)] = (nach Vorausfetzung) 

Dies aber widerstreitet dem Satze 84; alfo ist die Annahme 
unmoglieh, d: h. zwischen den Grosen herrscht eine Horigkeit. 

Satz, Sammtliche Satze der Flachung bleiben bestehen, wenn 103. 
man statt der urspriinglichen n Einheiten erster Klasse beliebige 
n gegenfeitig freie zu den Einheiten hdrige Grdsen erster Klasse 

einfuhrt. 

Beweis. Statt der ursprtinglichen n Einheiten kann man nach 
Satz 24 beliebige n gegenfeitig freie zu den Einheiten horige Grosen 
als Einheiten einftthren und find alle Grosen, welche zu den ersten 
horig find, aueh zu den letzten horig. Fiir die. neu eingeftlhrten 
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'enter wie fur die nrsprUnglichen Einheiten das Gefetz 
jedes Zeug, welches nur verschiedene Einbeiten en t halt, 

Set, (derm ware es gleich Null, fo mttsate nach Satz 102 
SrOsen erne Hijrigkeit hcrrsehen) iind dass 2) [Abe] -)- [Aeb] 
ih 8atz 86. Es gilt alfo die Erklarung der Flachung. 

auch alle Gefetze der Flachung. 
ffenn Zt = 8*ajx,, und x a = S*j3 c yt such Zt = 8&y { yc ist 

t^i/Sc + *a* J jS ( -^ h "On"^ 

Eh IhI Zb = *a,x, -f *OjXa -} h 6 «nXn 

x» = 'fry, + 'fry* +-■•■ + V».V» 
* in erste Gleichung ftlr Zb ein, fo ergiebt Cch 
Z* = (%,' i 3 l + %% -j +"an«^,)j, 

+ 

+ (*a,»fr + **¥■ + • ■• + 6 «-"r ? »)y- 

ich 

Z& = 6 yiyi + */ 3 yj H j-*Mn 

* /c = B^ + 6^ + . . . j-h^j, 
lehrt das Flach unwuformeo, wenn utatt der uraprilnghcheji 

ebige n gegenfeitig freie zu den Einheiten horige GrOaeii ala neau 

fiihrt find. 

ffenn [2,2*   -ZJ = J a  [x,xj  • -x n ], 

[x,x 2  • x.] = J Jty.y*   y„J ond 
[z,z r --Zn3 = Z[y I y 1 ---y n ] irt, 



t den Sat/ das Hultiplikatioustheorem filr Detemiiuaiiten. Man 

Original-Determinanto, J die transform irte Deternunante, J, die 

eterminaute oder den Mudulas der Transformation. 

)ie Geschiedsflache (mnltiplikativen Kombinationen) gegen- 

Grosen find anoh gegenfeitig frei oder 

ichnng aA + j$B 4- •  = 0, wo a, |S.-  Zablen, A, B  • 
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Geachiedsflache gegenfeitig freier Grpseh a t • a n find, wird erfetzt 
durcti die Gleichungsgruppe 

.. Beweis. Die Gleichung ak ■}- (ill +■•. = 0"* flache man mit 
denjenijjen der Grosen a, • • ^n, welche in A fehlerij und fei Aj das 
Flach diefer Grosen, fo dass das Flach [AA t ] = [a^- -a n ], dann 
erhalt man «[AA,] + j8[BA t ] + - =0. 

Hier find. A, B, C verschiedene Geschiedsflaehe ;• es mttssen alfo 

TJ, C» • jede mindestens eine der Grosen enthalten, welche in A fehlt 

und welche alfo in A t vorkommen. Jedes der Flache [BAJ, [CA'J 

enthalt alfo diefelbe Grose zweimal als Faktor und ist alfo nach 

-Sate 92* Null; - • x. ••» . . - - . 

^e;j9big€,Gleiclwng wird alfo ; ,-0 zx=. «[AAi] = afa^ • • -a»J. * Hier 
ist [a^a,;- -an] £ aaeh S#tz 102, alfo ist a= nach Zahlenlehre 175. 
Aus demfelben Grunde find 0, y- • Null, d.-^i. zwischen den Geschieds- 
• flachen herrscht keine Horigkeit. ......... 

•'■-■"■Safafc: Zwei Flache Ton Grifoen erster Stufej welche ungleich 107. 
Nnll find, find dann und nur dann deckend, wenn die *us ihren 
th^Ben-erster Stufe ableitbaren Gfebiete deckend find, oder 
- r [a t a 2 - -ai] 1^3 [b'{br- -bm^daMi 7 und nur dann, wenn stete 1 

gefetzt werden kann, welche Werte auch entweder x^-xm oder 
-yiv/m haben mflgen. 

,c .B^weiii.j a, tAngenommen, es fei dan Gebiet ^--am deckend 
.mit dem Gebiete* b^-rbm. Dannkimnen naoAt Satz .24 die Grcisen 
' * ja x '• •am als Vielfacheniummen der Grosen b^-bm dargefetellt werden 
und ist dann nach Satz 101 

fa«a.>- •a'm] = aTb.b 2 - "•bint, wo a eiue Zahl ist. 
Die beiden Flacire find dann alio nach Satz 9 deckend, d. h. 
[a, • -am] =E£ [bi • • -Dm]. 

-b. ;/y Ang^nQmmen, r es . leiejii die. beiden Flache deckend, d. h. 

[a t • • •am] ^i [bj • • *bm], dann ist [a, • • -a m ]= afb, • • -b m ]. Flacht 

iMri ntrirbeide $eit<en ihit der Gtosc "lb,, To erhalt mkn 

. . j,». i&i$2\'*jnbi] = ctfbibj  ^•bmb 1 ] = „ (nach Satz 92) 

Alfo herrscht zwiscfien den Grosen a,a 2 --ambi nach Satz 102 

eiue Horigkeit unci v .d a A}£ Grrosen &i • • a m nacli Satz 93 gegenfeitig 

. frei.Jfind, da # [a t • ? 'a n J s 0. lb ist h t zu deii Gro,sen a A • '"-am borig 

oder eine Vielfachenfumme der letztern. Aus gleichem Grunde find 

aber auch b^ • -bu> zu a, • • »a»i ho rig. Da aber [bj • -bm] £ 0, To ti'nd 



108—110. 

nach Satz 830 die Grosen b 
m gegenFeitig freie Grtsen, - 
find und ist alio das Gebie 
der lelztern deckend. 

Dti zwei gleiche Griiaen ira 
f-> folgt aus dem Sntzc unmitie! 
dasfelbe Gebiet haben, dem fei 
und dass daher auser diefem Gel 
messbare Wert gegeben zu fein b 
bestimmt fei. 1st rifimlich dann i 
deasen einfacheii Fachen dasfelbe 
■lessen einfachen Faehen dasfelbe 
beatimmt (bin, wclche das Verhil 

108. Erklarung. Einfact 
fie lioh als em Flack von n 

Das Oebiet dieter 
enter Klasse ableitbare Geb 

Uebeigeordnet, nut 
heist eine einfache GiOse eti 
fo hoisen. 

Znfammengefetit hi 
fioh nicht als ein Flach vol 

Ala Beispiel einer zufammeni 
anfiihren, wenn a, b, c, d vier 
[ab] -\- [cd] eine einfache Grijae, e 
— C%*k] = fein ( nach 92)i I 
da [ab ab] und [cd cd] Null fine 
[(ab + cd) (ab + cd)] = 2[abcd; 
Grftse ware, fabed] = fein, alfc 
herrachen, was wider die Vermis 

109. Satz. Ein Flach aus i 
ist eine einfache GrOsc m t 
von Einheiten mtcr Klasse 

7. Die linige Aende 

Wir kommen nun zu den . 

erfolgen kOnnen, ohne deji Wert 

110. Erklarung. Eine ei 
Aenderung einer Gr6se erste 
einer (trite die Stunme di 
Haohbargrfise gefetzt wild, 
bleiben oder 



45 I>ie Itnige Aemjerung der Grtisen erster Klaa#\ Ill — 113. 

wenn in der Beihe • -p,q- • statt p,q nun p,q 4- <*P oder p -f «<1»<1 
gefetzt wird, wo a eine beliebige Zahl ist. 

Bine mehrfache linige Aendernng heist eine Aenderung, 
wenn in der Grdsenreihe wiederholt eine einfache linige Aendernng 
vorgenommen wird. 

Sat*. [Pa,(b + aa)] = [*a,bj 1*1- 

Ein Plach von Grdsen erster Klasse ftndert feinen Wert nicht, 
wenn man zu einer Grdse desfelben ein beliebiges Vielfaches einer 
andern Grdse desfelben zuftgt oder addirt oder 

Das Flach einer Grdsenreihe wird durch linige Aendernng in 
feinem Werte nicht ge&ndert. 

Beweis. Es ist [Pa,(b + aa)] = [Pa,bJ -f ct[Pa,a] (nach 76) 

= [Pa,b] (nach 92) 

Sats. Man kann in einer Grdsenreihe statt einer Grdse die Snnune H*. 
dieter Grdse nnd eines Vielfachen einer beliebigen andern Grdse 
jener Beihe fetzen nnd iwar wird diefe Umwandlung durch linige 
Aendernng bewirkt. 

Beweis. Es fei die Reihe Pi,Pi,- • -pn,q, ich will beweifen, dass 
man durch mehrfache linige Aenderung statt p t die Summe p t -f- aq 
fetzen kann. Man nehme die folgenden Umwandlungen vor 

Pi,P2,--Pn-i,p» + <*q,q 

Pi^P2,- • -Pn-i + Pn + aq,p» + aq — aq,q 
PuPa,- • -Pn-i + P« + aq,p n ,q 
Pi,Pa>* • 'Pn-i + Pb + aq — p^p^q 

pi^r-'Pn-i + «q>p»>q 

(b folgt zuietzt pi -f- aq,p 2 ,- • -Pn-iJWI 

Satz. Man kann in einer Grdsenreihe zwei beliebige Grdsen 113. 
im nmgekehrten Yerhftltnisse durch linige Aendernng ftndern oder 

q 
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die Eeihe --p-.-q l&sst fich durch linige Aendernng in op 

umwandeln. 

Beweis. Wenn p und q unmittelbar auf einander folgen, lb 
lasst fich durch linige Aenderung p,q in p,q + (a — l)p, dies in 
P + q + (« — l)p,q + (a — l)p, d. h. in ap + q, q + (a — l)p v 

dies in ap + q, q + ( a — 1)P 0*P + q)> d. h. in ap + q,— 

a a 

und dies in ap 4- q — a-—,-, d. h. inap^ umwandeln. Zweiten&r 

a a a 



Wenn ;i uod q durch die GrOseu p,.|^* *pn i;elrcnril find, To 

man flic p,|>i,p„-  q lelzfn ..op, '-t'i.,' Q.(t» DU «P>Pi.- V * <l '"'d «•«•■ 

li«li cp.p,.ji...  - . ... 

114. 8att. Umkchr von 1U. Wenn zwei von Sail veriehiedene 

Flachc einander gluich Sad. 'To lsse'en Itch die einfachen Faohe des 
finen atu denen des andern durch Liaise Aenderung ableiten, oder wenn 

[abc- -m] = [ABC. M] ? '* : -" 

To liuat GeU die Grdsenreihe a, b, c, • m in A, B, C, H dnrcb linige 
Aenderung umwandeln. 

BeweU. Nacli 101. mus^en die Gebiete' von a. b; e. • in Wild' votr 
A, B, 0,-M deckedd oder ideiiii>cii fein. Sv iWtRs<-u'all<> die Gruneu 
A, B, C, "M VielfaolienTummeft seiu von a. b, c,--m. In dicTcn Viel- 
'h> -I'll I'limmen darf die Vorzahf Von eiiier dieter OrO-en, 7.. B. von a 
nichi in alien Ausdrtlcken gleiclizeili" Nidi fein, <tenu Yon-r wareu H'k 
in Grdsen A, B, C,   M aii* m — 1 Grown b, o, - - m ableitbftr, al'fo wd'rtJe 
nach 26 ein« Hdrigkeii zwUcben ibnen lierrecUen, 1 allii ihr Flue 
nach fl'l Null fan, was wsen He Annahme 1st. Sei dun A di 
Grotv, in weloher die Vorzalil von A iingleich Null i-i'titvl fbi "' ' 

A = oa + (Sb + yo "4" • * h M™ ' wo allb a £ ' 

1st, lb kann ieli nacli 850 durch wiederliolfe linige Aeffdorung die Reib' 

a,b,e.-iu in, die Keilic a | Hi 4- «. • • ■+■ -m, J>, «,• -in iiinwat 

• U ii. d. Ii in die Reihe r, b, rv  m. Diele kann man aber naeli 111 
in die Keihe A, b, c,--«m unWandeln. 

8. Die Klaclie <1er Grtisen; boherep Klaasen. 
11.'-, Satz. Zwei einfache Gr6aon hoheret Klassen fluent man, indeD 

man die Fache enter Klasge der ersten. forUchreitend mit dene 11 , dt- 
iweiten flacht, oder 

, . [(a,*,-  .)*!*»■,■ ■>] = [a.a, V; -b,b 2 -  ■].. ';'■; " r - ' 
Beweiw. Unmittelbar nach Satz '84'. ' 

Da filr die Flochung lmcli fi4 Eiiiigimg d'ei- Fiicho ' gilf, Ti) lietisrf is nicli 
einer bcfonilcren Erklarung Tile das Flach dcr Griiien liOherer 'Klussiiii. * ; ; 
116. Sate. In einem Flaohe kann man die Ifalklammetn beliebij 

(etna oder weglassen oder 
eiiit. . [A(BC>] == [ABC] J 1 ., _ _ 

Beweis. Unmitlelbar nach 84. 



47 Die Flache der Grosen hOherer Klassen. 117—121. 

Satz. Wenn eine einfache Grdse einer zweiten, welche aicht 117, 
Null ist, ttbergeordnet ist, fo l&sst fich die erstere als Flach der 

zweiten Grdse mit einer dritten einfaqhen Ordse darstellen oder 

>  > 

wenn A > B und B £ ist, fo ist A = [BC] - 

Beweis. Da A dem B fibergeordiiet, fo isfc. nach 108 auch das 

Gebiet von A dem von B ubergeordnet,d. h. jede Grtise de$ zwejten 

auch eine Grose des ersten (nach 34 und 32). Es fei B = [b,b 2 • • »bm], 

wo bib>*«bm Groden erster Klasse feien und B £ 0, dann. darf 

zwischen diefen Grosen nach 93 keine Horigkeit herrschen. Sei nun 

A = [a^ • • -an], fo mtissen die Grosen b^ • • -bm, da fie dem Gebiete 

von a l a 2 --a n angehoren, zu diefen horig fein, mithin kann man nach 

Satz 22 zu den Grosen bxt^ • • -bm noch (n — m) Grosen b m + 1 • • «ba 

hinzufUgen der Art, dass die Gebiete a t a 2 • • -an und b t b 2 - •• b ft deckend 

find. Dann aber find auch die Flache derfelben nacl^ 107 deckend. 

Es fei [a^- • -an] = /2[b 1 b a - • -bn] == jfffO^bj • • -bnOCbm 4. i«-'«bn)] 

Setzen wir demnach C = 0[b ra f i* • -bn], fo wird A = [BC] 

Zu bemerken ist hier noch, dass filr die Flache nach 821 auch das Be- 
ziehungsgefetz gilt ,. 

[A(B + C)] = [AB] ± [AC] und [(A ± B)C] = [AC] ± [BC] 

und dass nach 828 auch das Gefetz der Vertauschung gilt, fofern man das 
Zeichen richtig fetzt, d. h. es ist [AB] — ( — l) mn [BA], wenn die beiden Flache 
m ter und n ter Klasse find. i 

Satz - (S a ," c ,. . . £»«««* • ••■•jXS-I ;• • • [bmbBb » • • ,] ) 118 - 

SM Ol *  l [aaa^ac • • • bmbnb • • • ] 

^\o, h c, • • • m, n, o> • • * / fc J 

Beweis. Unmittelbar nach 75 und 115. 

Wir wollen nun die Falle unterfuchen, in denen das Flach von Grftsen 
hOherer Klasse Null wird. 

Satz. Jedes Flach von Grdsen hdherer Klasse, welches zwei 119. 
oder mehre gleiche Fache erster Klasse enthalt, ist Null. 

Beweis. Unmittelbar naoh Satz 92. 

Satz. Jedes Flach von Grdsen h6herer Klasse, in welchem ein 120. 
Fach zu den andern Fachen erster Klasse hdrig ist, ist Null. 

Beweis. Unmittelbar nach Satz 93. 

Satz. Wenn a t - -am nnd b x -bn Grdsen erster Klasse find, 12 1. 
welche gegenfeitig frei find, und A eine Vielfachenfumme rter 
Klasse der ersten m, B eine ster Klasse der zweiten n Grdsen, auch 
das Flach beider [AB] = ist, fo ist eine der beiden Vielfachen- 
fummen Null, d. h. entweder A = oder B = 0. 






^ 



m. 



J22— 123. Aii*li'limiiigsU-hiv. 48 

Beweis, Da A von rler und B von a ler Klasse ist, fo kann 
man A = SonAa und B = S/JbBt, felzeu, wo A die GeschiedsHache 
zur rten Klasse ant; a,- - -am und lit die aur »ten Klasse aus b,<- -b n 
darstellen, alio i*-i 

= [A-B] = Sa«/Sb[AJfc] (nach 74 und 115) 

wo [AaBb] als GeschiedsHache von a, •  -a m b,   -b B zu betrachten 
find, welche nach 103 gegenfedtig frei find. Alio ist naeli 15 aa/}t=.0 
fur jedea a und t. Wenn nun die eine Grose A J 0, d. 1). wenn 
irgend eine der Zalilen at £ ist, fo folgl |S6 = fur jedes 6, d. Ii. 
B = 0, und ebenfo folgt wenn B Z °i dass A = lei. 

Satz. Wenn oino Summe S einfacher flrbsen rait einet von 
Nail verschiedenen QrOse erster Elasie a gellacht Null giebt, to ist 
die erste gleich einem Flache, in welchem a ein Fach odet Faktor 
ist, odei wenn [aS =a 0], To ist S = [aP], 

Bewelf, Es fei 8 eine Summe von Grosen m lor Klaxse, und 
fei das Gebiet e,  -e n , dem fie angelioren, n ter Stufe, lo kann man 
nach 793 zu a noch m — -1 freie GrOsen erste r Klasse ^.--an liinzu- 
fligen der Arl, da.ss beide Gebiele "leicli oder deckend find, danu 
lassen licli b[---b n , alfb aueh S als Vielfachenfuminen dicier n frcien 
Grflaen a^'-an darstellen. Seien nun die Flache, welche a ent- 
halten, faA,], [aA 2 ]-   feien die, welche a uiclit cnlhallen H,,Bj--- 
und lei 

S = a,[aA t ] -i a 2 [aAJ +..+ p t B, 4- frB 5 +■• 

mithraO = [aS] = o,[aaA,] + a, r aaA 2 ] H + ft[»Bi] +■ &[» B J I 

= jSiIftBi] + ft["B,] H (audi 92) 

Hier find da a nicht in Bi,Bj- •  enll) alien Lst, die Griisen Ge- 
schiedsHache, welche nach 103 gcircnfcitiu IVei find, alfo lind nach 15 
audi ,3, = jSj ==••= 
mitliin ist 8 = aj[aA,] -f ct 5 [aA 2 ] -f . • . 

= [«Ho,A, 4- <hA, 4 -■■•)] «=[»*] 

wenn P = «|A, ■}- a%&i +    
-<2% Satz. Wenn eine Summe S einfacher Grosen mit jeder von 

m frcien Grosen erster Xlasse a,,- - -a,,, gellacht Null giebt, To lasst fich 
jene Summe S als ein Flaeh darstellen, in welchem a,,---a m Fache 
oder Faktoren find, oder wenn = [a,8] = [a^S] =    = [a n ,S], 
ft ist 8 =rs [aiaj   -amSm]. 

Beweis. Die ursprtlnglichen Einheiten feien e, •  -en, fo kann. man 
natch- "23 zu den m Grosen a,---ftm noch n— m freie Grosen 
a„ + i-'-an hinzufugen- der Art, dass die Gebjete von ei---e n und 
von tti  ' ' ft n deckend lind, dann wird uacli 122, da = £iv, S J auch 



Die Flache der GriSscti li&herer Klaran. 124 — l23. 

[a,P,]. Hter werden alle die Flache von [&|P|], wo ai noch 
, enthalten isi, nach 92 Null; man kann diefe alfo weglassen 
verVandle fieh daduroh P, in 8„ lb ist 8 = [a,9,], wo S, nur 
den Grosen ^---an hervorgegangen ist und kein ai entha.lt. 
nun = a,S = foOiS,)] = [aja.SJ = [a.^S,] 

(nach 117 und 88) 
iuss nach 121 eutweder a, oder [a 5 S,] Null fein ; das erste ist 
n die Annahnie, alfo ist = [a^S,], milhin S, = [ajPj] nach 122. 
kann man wieder in l\ alle Flache weglassen, welcbe aj ent- 
n und verwandle ficli dadurch P a in 8., fo ist S, = [a ; Sj]. 
in S = [ft l a.S i ] und fo fort zulelzl 8 [a,»j   -amSm]. 
Satz. Wenn eine Snmme S von Grosen inter Klasse mit jedet 124. 
mfreien Grosen enter Klasse geflacht Nnll giebt, To ist 3 mit 
Flache diefe* m Grosen deckend oder wenn 
[a,S] = [a ; S] = • ■= [a m S] ( To ist 8 = a[a,a..   -am]. 
Beweis. Unmillelbar aiw A23. 

Satz. Wenn eine Snmme S von Grosen m ter Klasse mit 125. 

1 Grosen erster Klasse a>- -a„> n geflacht Nnll giebt, To ist 

reder S oder [a,-,   -a,,, _ t ] gleich Hull oder wenn = [a,S] = 

]=...= [n,„ + |S], To ist entwederS = oder [a,   -a m + i] = 0. 

Beweis. Angenommcn, es fei [a,a_  -an, -^ i] ^ 0, (6 ist auch 

■•a m ]^0, alfo find a, ---am gegenfeitig frci, alio da 0-=[a,S]=- • * 

= |BmS], fo i»t nach 124 audi 8 = «[a,a.- • -am], da ferner = 

[*„< + i8] = «[a,a,-  -a,,, r ,] mitliin, da [a.aj • • -a m ,. ,] ^ 0, fo ist 

o = 0, alfo audi 8 = K [a, • - a,,,] = 0, d. Ii. w ist enlweder 8 = 

oder || 1 ...| 1+ !] = 0. 



Driller Abschnitt der Ausdehnungslehre: 
Die Modlungslehre. 



 ;. 9. Die gnindlegcnden Gefetze der Modltingslelira 

Wir haberi bereits in der Gebietslehve geMien, wclche iiberaua g 
Uebereinsl.imnmng die Gvfrtie iibev die Gebiete in der Gebietslehre ink 
Gefetzen tier BegritVe in der Lngik ssfijrcn. Audi in tier Mfidlungnlelire i 
uns cine iibcrrasclicnde Aelndielikeit in den Ideen der Lehre vom Hauptgel 
und von der Erglliiziiui; uines Fluebd zuui Haupt gebiete I'litue^ml re ten. 
werden una diel'e Begritl'e ebeiifu in der Ausdelimiiigslelire, wie in der Log i J 
den reii'liiten SaUen ftlhrcn. 

\'iui der Fkieliiuipsli-bre muss diefe MiidlungBlehrc streng gescliitdcn wer 
wenn mini' niebt in die ^nislen Yerwimisiizci] ^eraten will, lch werde Lei 
eiiixcliicu Kitzeii in den A time rk unpen mif die iiberiius yiesen LInterschicdc 
beiden Ri'lmuny.-ani'ii iLiifinei-kfiini nineheu und diiTtdben slrcuge st-hciden. 

126. Erklarung. Das Hanptgebiet heist in der Uodlungslc 

das Gebiet der Einheiten erster Klaaee, zu welchem alle der 
trachtnng imtciwcrlentn Giostn korig find. Das Zeug Oder Prod 
aller der Einheiten erster Klassen diefes Gebietes wird in 
Modlnngslehre gleich eins gefetzt, d. h. es ist [e,   -e n ] ■— 1. 
n oben am FlachzeicUn bezeiclnet die Stnfe des Han pt gebietes. 
Flach heist in der Modlnngslehre ein Modclflaeh oder ein Enflt 
In der Flaebungslelire ist C e i l 'i'" e p] c ' ne Grilse nter Kinase, day 
1 eine Grose nullter Kinase, lieide mithin gann vci'scbieden; riagegeu wird in 

Modlunglehre [e^- • -e n ]=rl gefeUt, d. h. gleich einem Flaehc irallter Stufe. 
werden bei N 133 felien, aus welchcn Griiuden wir in diefer Set-mug kom 
muss ten. 



51 Die grundlegenden Gefetze der Modlungslehre. 127 — 129, 

Erkl&rung. Die Erg&nzung einer Einheit mter Klasse E 127. 
heist das Flach aller in jener Einheit m ter Klasse nicht vorkommenden 
Einheiten erster Klasse des Hauptgebietes, fofern das Flach der 
Einheit mter Klasse und ihrer Erg&nzung gleich eins ist. Die 
Erg&nzung einer Zahl fetzen wir der Zahl gleich. 

Das Zeichen der Erg&nzung. einer Grdse ist ein tlber die 
Ordse gefetzter wagerechter Strich, alfo E gelefen „Nicht E" oder 
„Erg&nzt E", bei einer Klammer ein mit der Klammer verbundener 
wagerechter Strich [ gelefen „Nichtklammer". 

Es ist zweckmiisig, fich an einigen Beispielen den Begriff der Erganzung 
einer Grose klar zu machen. 

Im Gebicte zweiter Stufe aia 2 = 1 ist aj ~ a 2 , a 2 = — aj •, denn es ist 
a 1 a 2 =r 1, ^aj = — 1. 

Im Gebiete dritter Stufe a^a^ = 1 ist a? = — aia 3 = a 3 ai, ai = a2a 3 , 
j^ssa^, ferner [a 1 a 3 ] = — a 2 , [a-ja^z^a^, [a^] = a 3 , [a a a,] = — a 3 , [a 2 a 3 ]=rai, 
[a 3 a 2 ] = — a t . . 

In H. Grassmann Ausdehnungslehre von 1862 ist der Erganzung von E 
das Zeichen IE gegeben. Ich habe dies Zeichen aufgegeben und dafiir das 
Zeichen E eingefiihrt und zwar aus folgenden Gr linden. Der Begriff des Nicht-E 
oder der Erganzung von E ist urait und zuerst von Aristoteles in die Begriffs- , 
lehre eingefiihrt, er unterscheidet bereits peri hermeneias clO den Menschen den 
authropos und den Nichtmenschen, den ouk anthropos. Er versteht darunter 
bereits ganz wie in unferer Erklarung alle die Grosen, welche in dem Selbst- 
begriffe nicht enthalten find. In der Logik hat man nun bereits langst fiir diefen 
Begriff das Zeichen E gelefen „Nicht E u eingefiihrt, wo der Strich ttber dem 
Buchstaben an das Minuszeichen erinnert, aber fo mit dem Zeichen der Grose E 
verwachfen ist, dass er mit dem Buchstaben eine Einheit bildet, und alfo un- 
zweifelhaft nur das Zeichen einer Grose ist. 

Das Zeichen IE, welches in H. Grassmann Ausdehnungslehre 1862 ein- 
gefiihrt ist, ist meiner Anficht nach weniger zu empfehlen. Nicht nur ist das 
Zeichen E geschichtlich viel friiher eingefiihrt, fondern es ist audi ganz un- 
zweideutig} das Zeichen IE dagegen giebt notwendig zu Verwirrungen Anlass. 
Wenn z B. das Flach [E IE] geschrieben wird, fo nimmt hier das Zeichen I zwischen • 
den beiden Buchstaben unzweifelhaft die Stelje eines Kniipfungszeichens ein p 
Noch schlimmer ist das Zeichen I A oder [A I A], wo das I als das Zeichen 
einer eigenen zu ilachenden Grose erscheint. Ich halte mich daher berechtigt, 
das Zeichen E einzufuhren, welches alle diefe Zweifel befeitigt. 

Satz. [EE] = 1 128. 

Das Modelflach einer Einheit mit ihrer Erg&nzung ist Eins. 

Satz. E = E; dagegen E = — E, wenn E ungerader 129. 

Klasse im Hauptgebiet gerader Stufe ist. Die Erg&nzung der Erg&nzung 

einer Einheit E (d. h. E gelefen Nichtnicht E) ist im Allgemeinen . 

4* 
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132. Aumtelimiiigalelire. 52 

Einheit gleich, dagegen iit fie diefer Einheit entgegengefetzt, 
gleichzeitig die State des Hanptgebietea gerade nnd die Klasse 
illicit E ungerade ist. 

eweis. Es fei E die Einheit nnd die Stuff! dea Hauptgebietes n. 
26 ist JEE]= 1 uQ<i eben'b [EE]==1. Alto ist fEE] = [EE] 

lj«(«-m^EE] nBcn 8p Mithin ist 1= C— l)""^ - " 1 ^. 
ier ist. wenn n gerade ist, eine von den Zahleu m und n — m 
, mitiiin (— l) m ( B — m ) = -[- 1. Wenn n gerade und zugleich 
tde ist, lb isl gleichMs (— t )"(■-»)= + 1. Hur in dt-m ' 
wenn n gerade und zngleicb m ungerade ist, find beide Zahlen 

a — m ungerade, nur in diefem Falle ist ( — l)nKn-»)_. — j, 
;t milhin der Salz. 

rklarnng. Die Erganzung einer beliebigen Grose A 
:ie Grose A (gelefen Nicht A), welche man erhalt, wenn man 
Vielfachenfumme ana den Einheiten darstellt, nnd Btatt jeder 
Einheiten ilire Erganzung fetzt, oder 
A = (o t B| + aaEj -j ) = aiH, -f «,!_, -\ 

V, 2   Einheiten beliebiger Klassen find. 

ist hier darauf aufinprkfam zu maclion, (lass bei dor Modlniig ninht 
LA] = 1 gilt. 

itz. Die Klasse der Erganzung einer Grose inter Kinase im 
rebiete n ter Stufe ist n — m. 

itz. A = A; dagegen A = — A, wenn A nngerader Klasse 
iiptgebiet gerade r Stnfe ist. 

.e Erganzung der Erganzung einer Grose A <d. h. A gelefen 
icht A) ist diefer Grose A im Allgemeinen gleich; doch ist fie 
Grose A entgegengefetzt, wenn zngleicb das Hauptgebiet von 
: Stnfe and die Grose A von nngerader Klasse ist. 

jweis. Es fei A = a,E, -f o^Es -\ , (b ist nach 130 

,E, 4- aj&> -| mithin A = a,E, -f a : E. H = 0.E, -J- 

 •••= A nacli 129, fofcrn nicht zngleicb das Hauptgebiet von 

Stufe und die Grose A von ungrader Klasse ist, dagegen ist 
erm Falle 

= aJE, + a.% -j = a, [— E,) + a., (— E,) -{ 

= — fo.E, + «A -j ) = — A, 

r kommen nun zu der Erkliiniiig des ModelflacUes und der Modelfumme, 
lie Baf«> filr die ganzr Mndliiiigslehre bildet. 



53 Die grundlegenden Gefetze der Modlungslehre. 133. 

Erklftrung. Das Modelflach oder Enflach heist ein fort- 133. 
schreitendes, wenn die Summe aus den Klassen der Einheiten 
kleiner ist als die Stufe ihres Hauptgebietes n. 

Das Modelflach heist ein stehendes, wenn die Snmme aus 
den Klassen der Einheiten gleich der Stnfe des Hauptgebietes n ist. 

Das Modelflach heist ein rttckschreitendes oder ein- 
gewandtes, wenn die Summe aus den Klassen der Einheiten grdser 
ist als die Stufe des Hauptgebietes n. 

Das fortschreitende Modelflach oder Enflach der Einheiten 
ist gleich dem gewdhnlichen Flache der Einheiten. 

Das stehende Modelflach der Einheiten ist gleich + 1. 

Das rtickschreitende Modelflach der Einheiten ist gleich 
der Grdse, deren Ergtazung das gewdhnliche Flach der Erg&nzungen 

jener Einheiten ist oder fttr welches"[EF] = [EF] ist, d. h. fiir 
welches das Nichtenflach das Flach der Nichte ist. 

Das Zeichen des Modelflaches oder Enflaches im Hauptgebiete 

nter Stufe ist [EF] gelefen „Enflach EF. U 

Es ist wichtig, dass man fich diefe Erklarung wieder an Beispielen klar 
niache und auf den grosen Unterschied des Modelflaches vom gewfthnlichen 
Flache achte. 

Nur das fortschreitende Modelflach ist gleich dem gewohnlichen Flache. 

Das stehende Modelflach ist + 1, alfo eine Zahl nullter Klasse; dagegen 
ist das gewOhnliche Flach in diefem Falle + C e i e a p • * e nl d. h. eine Grose nter 
Klasse. 

Das rtickschreitende Modelflach von zwei Einheiten E und F ist die Grose, 

fur welche [EF] = [EF] ist, dagegen ist das gewohnliche Flach diefer Gr6sen Null. 
Seien z. B. im Gebiete dritter Stufe E = e^ und F = e!e 3 , fo ist 
C(eie 2 )(e 1 e 3 )] = (nach 92.) Dagegen ist fur das Modelflach [eie 2 ]=re 3 , 
C e i e 3] = — ej, mithin 

3 3 

[EF] = [EF):=[e3- — e 2 ] = [e 2 e 3 ], alfo [EF] =r e x alfo eine Grose 
erster Klasse. 

So ist das Flach [(ete^Xe^e^] = 0, dagegen ist fur das Modelflach im 
Gebiete 4ter Stufe [e,e 2 e 4 ] = — e 3 und [eie 3 e 4 ] =^ e 2 , mithin 

_4 4 

[EF] = [EF] = [(- e 3 ).e 2 ] = [e 2 e 3 ], alfo [EP] = ei e 4 . 
Es wird zweckmasig fein, fich durch einige Uebungen diefen Unterschied 
klar zu machen. 

An ch. die Gefetze der Webung oder Multiplikation And fiir die Modlung 
ganz andere als fiir die Flachung. Denn nach 84 gilt fiir die Flachung Einigung 
der Fache oder Faktoren, dagegen gilt diefe fiir die Modlung nicht; denn golte 

3 3 3 

lie, " fo ware [(e t e 2 ) (e^)] = [e^e^] ~ 0, wahrend doch [(e^) (e^)] = ej 



Ausdehuungslehre. {> 

as. FUr die Modlnng gilt alfo zunachst nur das Beziehnngsgefetz Sata "i 

nicht mehr das Gefetz der Einigung. 

der Ansarbeitung von 1847 hatten H. und It. Grassroann diefe Mu 
on die beziiglichc MulLi]-'likutioii i-i'nstmit. 

H. Grassmanu Ausdehnutigslehre 1862 ist das Modelflach ein auf di 
ilik't lie Jiiglichea Flach genannt. Diefer Auadruck erscheint mir zweideuti 
nnte dadnrch vcrleitet werden, die Gefetze der Flachung auch fiir d 
j oder beziigliche Flachung anzuwenden nnd kame dadnrch in d 
iste Verwirrung. Ich halte es daher fiir notwendig, diefe neue Art d< 
kation auch mit einem nenen Named nnd mit einem neuen Zeichen 2 
ten und nenne lie daher Modlung, das Zeug oder Produkt ein Modelflac 
r das Hauptgebiet nter Stufe ein Endacb. 

'ir konnen nun zu der Betrachtung iibergehen, was una veranlasst hn 
mz neuen, von der Flachung vrefentlich abweicheiiden und auf den erstf 
erwirrenden Erklarungen einznfuhren. Es wird una dies Gelegenhe 
die Idee des Modelflaches klar zu legen und in daa begriffliche Ve: 
9 diefea Zweiges einzufiihren. 

er tigentliclie GruiniljegritT diefes Abschnittes ist der der Erganzung z 
fuu[jtL r i'lj!i. , tc nter Stufe, ein Begriif, wclcher der Logik und der Au 
rsiliiliri! ir>' lrlL '' Il[ "airi ist und in beiden Zweigen der Denklehre die reichste 
I mi gen zuliisat, 

ollen wir aber diefen BegrilT in der Ausdeknungalehre anwenden kiinne 
sen wir notwendig audi das Zeug oder Produkt zweier Ergiinzunge 
tonnen Legen wir /.. B. ein Gebiet funfter Stufe [eieaeaetej] = 1 a! 
^biet zu Grunde und fetzen wir E = [e,eJ, F = [e,e,], To ist 1 = 

und ist F = [eiejesl mithin wird das Zeug oder Produkt [EF] = 
L e i e a e i]- Dies Produkt wiire nun naeli den Gefetzen der Flachung Nul 
i = Null ist, es ware mithin umnOglich, ein Produkt der Niclite z 
wenn man die GefeUe der Flachung ganz allgcmein weiter geltcn lasse 

Beachtet man aber, dass leaCieOfciejeJ = [e^jejejesles ist nnd fetzt ma 
ejeae.es] — 1, fo ergiebt flch [EF] — e 5 , d. h. da £eF] = fe^^e,] is 
ie Erganzung zu [e^eje,] gleich 6j, d. h. es iat daB Flach der Nicht 
lem Nicht-Enflach [EF] = CeF). 

ir liaben in dicfem Enflache nun ein Produkt von Groacn kemien gelern 
in einem Gebiete n ter Stufe, mehr als n Grosen als Fache oder Faktore 
n, niimlich auser den n GrOaen des Gebietes noch eine oder mehre Grilse 
■ietes und wir haben dies Produkt, indeni wir das Produkt der n GtSbc 
>ietes [eiea-'-eJ gleich 1 fcteteu, dem Produkte der einen oder de 

Griisen des Gebietes gleich gefetzt, welche dann noch ubrig bliebei 

ergeben iich dann alle Festfetzungen der obigen Erklarung und darau 
enden Gefetze der Modlungslehre, 

ir die Erganzung gilt hier [EE] s= 1 und [AA] = 1, wahrend in de 
■1 + E = 1 und A -|- A = 1 ist. Es folgert diefer Unterschicd einfac 

vcrschiedenen Erklarungen der beiden Wisaenschaften, 
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Erklarung, Die ModelTumme der Klassen a, ft, y der Faobe 134. 
oder Faktoren heist die Zahl o, welche kleiner ist als die Stafe des 
Hauptgebietes n, wenn a + /J -{-)■ = an + o oder es i»t a + -J- y 
— an + (a + p + 7). 

Wenn die Modelfumme der Classen gleioh Hall ist, fo kann 
man das Flach fowohl als fortschreitend, wie als ruckscbreitend 
betraehten . 

Das Zeichen der Model lurame fur ein Haaptgebiet n ter 
Stufe ist (a -|- § + •  ) geleren „die Enfamnte tod a + -\ —   " 

Beispiele (2 + i -J- 1) = %, (3 -f % + 3) = 0, (2 -f 3 ■+■ 2) — 3. 

Wir wenden iuis nun /.un&clist zu der Betracktung der fortichreiteiiden, der 
stehenden und der riickschreitenden Modelilache. und demnftchst an den allgcmeincn 
Gcfetzen ilber die Mod lung. 

Satz. Zwei einfacfae Grosen A und B, bei denen die Summe 135. 
ihrer Klassen a ■- j3 die Stafe des Hauptgebietes n am y tibertrifft, 
lassen Gob in der Form darstellen A = [CAJ and B = [CBJ, wo 
C erne einfache OrOse der Elasse y darstellt. 

Beweis. Naeh dev Bedingung ist a -\- jJ = n + y,' alio let 

naeh 30 den Gebieten von A und B ein Gebiet der Stufe y geraein. 

Sei nun C eine Grilse der Klasse y, fo ist C fowohl dem A als dem 

B untergeordnet, alfo ist naeh 117 auch A in der Form [CA ( ] und 

er Form [CBJ darstellbar. 

its. Die Summe von einfachen Grosen <n — 1) ter Xlasse in 136, 
Hauptgebiete n ter Stufe ist wieder eine einfache Grose 
!)ter Elasse. 

sweis. Es feien zwei einfaelie Grosen (n — 1) ler 'Klasse 
B gegeben, fo ist die Summe Hirer Klassen 2n — 2, mithin 
fie naeh 135 eine einfache Grose C von 2n — 2 — n = 
er Klasse gemeinfam und find alfo naeh 135 in der Form 
3a] und B = [Cb] darstellbar, wo a und b einfaelie Grosen 
Klasse, mithin a -f- b wieder eine einfache Grose erster Klasse 
Iglich ist A + B = [Ca -f Cb] = [C(a + b)] (naeb 84) ein 
von u — 1 Grfisen erster Klasse, d. h. eine einfaelie GriSse 
) ter Klasse. Mithin gilt der Satz fortschreitend ftlr die Summe 
liebig vielen einfachen Grosen (n — 1)ter Klasse. 
ist tier wold zn beackten, dass nur die Grosen crater und die (n — l)ter 
ine einfache Grose und z-.vur glcicher Klasse zur Sumrae haben. Schou 
i zweiter Klasse haben nur dann eine einfache Griise zweiter Klasse /.nr 
wenn iiire 4 Grosen erster iilasse liicht ge.gcnleitig frei, fondeni eine ku 
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hftrig ist. Soil ii&mlich S — ab + cd eLti tlacli fein, fo muss nac 
' fein, alto = [SS] => [(ab + ed)(ab + cd)] = [abed + cdab] 
: [eded] = nach 92. Aber nach 91 audi [cdab] = [abed], mithi 
), oder [abed] =0, raitliiii nach 98 erne tier Griisen zu den andei 
;en kann dami S nicht eine ei:ii!tchi> Gritec fein, ivenn die 4 Grow 
'rei And. 

je folgt auch, wenn man das gemeinfame Gebiet auffucht, daefell 
n. Ist hier n = 3, fo ist y = 1 mid folgt der Satz ana 129, iat 
=- 3, fo ist die Summe eine zufammengeretzte Gr&se. 

Das stehentfe Modelflacb ist gleioh + 1, d. h. eine Grose 
le. 
iis. 1. Unmittelbar nach Erklarung 133. 

'. [AB] eia stehendes ModelHach, imd a nnd £ die Kiassen 
d B, fo ist nach 133 a -f j? — n, die Kiassen der . Er- 
find n — a und n — j?, alfo die Summe 2n — (a + £) = d, 

nach 133 ein stehendes Modelflacli. 
E = [EFF], wo F das Flach der Einheiten von E. 
i Grose F das Flach ist aller in einei Einheit beliebiger 
nicht vorkommeuder Einheiten enter Klasse des Haupt- 
ist E = fEFFJ. 
;is. Nach 137 ist [EP] = ±1, alfo ist {E(EFF)] = 

= C± l)ta = C± 1)C± 1) = 1 (nach 67) 

6 ist [BE] = 1, mithin 1st [EE] = JE(EFF)], alfo ist auch 

']■■ 

;t uns dieter Satz wieder ein fehr schlagendes Beispiel, dass die 

Emigung nicht gelten; denn es iat, wie im Sntze bewieren [EFF] = E; 

£e(FF)] = 0, indem hier FF = nach Satz 92, mithin [E(FF)] = 

Fur die rttckschreitenden Modelflache ist~[EF] = [EFJ 
Erg&nzung des rnckschreitenden Hodelflaches zweier Ein- 
das Flach der Erganznngen der Einheiten. 
ila. Unmittelbar nach Erklarung 133. 

Die HodelTnnune eiues Hodelflaches ist gleich dem Reste> 
, wenn man die Summe der Kiassen der Fache oder 
lurch die Stui'e n des Hauptgebietea teilt oder 

a -fp...=on + (« + )$ +•••)■ 



Die iillfcuniciiieii Siitze ffir Rnfluclie. 141 — -144. 

Fiir die Modelflache gilt das Beziehnngsgefetz Satz 74 141. 

Daa Enflach zweier Groses, welche Fl&o'ie van Eln- 142. 
r GrBse And, 1st dann tmu nur dann angle toll Nail, 
m Enflaclie kelne Einheit erster Klaas; dos Hiupt- 
al otter ala Fach oder Faktor vorkommt, ala lrgend 
Einheit erster Kl&sse das Hauptjeb'etes. 

1. Weun in dem Enflaclie [AH] ii^cnd cine Einheit erster 
ljir-U'eliietes ills Yiic.'n mit-i 1 Faktur in dem Eiitlaclie fehlt, fo konnen 
she t e i<V ** e n] = l in ilem Bnflache enthalten fcin. Diefe n Flache 
Ifo aus dem i'rodukte [ABj nicht ausscheiden, ea bleiben mitliin 
; iu dem E'roilukte ^AB] zwei gleiehe Fache oder Faktoren, und 
it nlfo naeh Satz SB Null. 

ilagcgon in dem Enflaclie [ABj jede Einheit erster Klaaac deu 
als Fnktor nur ehinial enthalten iat, fo ist das Flach nach Satz 82 

weim in dem Entlaclie [AB] lamiutliche Einlicituit erster Klasse 
ites wetiigstenfl einmal enthalten find, To ist mniichst das Enflach 
1 und bleibt nur noch das Enflach der Eiuheiten erster Klasse, 
Enflache beider Griisen /.weiinal vorkommen, d. h. welche den 

A und B gemeiiifain End. Die Ergiinzuug diefes Enflaches ist 
i aus den Einheiten erster Klussi; Ue* Hy-npigebietos, welche den 

A und B nicht gemeinfam find. 

Far die fortschreitenden Hodelflache gelten alle Gefetze 143. 

g, namentlich anch der Satz 84 and das Enflach ist 

Flache. 

i. Uumittelbar nach Erklarung 133. 

Wenn das Hodelflach zweiet Grosen fnrtachreitend ist, 144. 

trer Erganzungen ruckschreitend and umgekehrt. 

s. Wenn [AB] ein forts eh reitendes Modelflach ist, und 
Klassen find, fo ist a-|-j(<n (nach 133); dann ist 

ganzungen (a — a) 4- (n — 0) = 3n — (« 4- (8) > n, 
133 [AB] ein rttcksch reitendes Flach. Ebenfo umgekehrt. 

LO. Die allgeraeinen Sfitze fiir Enllache. 



schreitendes, ein stehendes, oder ein rucksch reitendes i 
^n, dass n -\- ? -C n, dass « -\- p = n und dass n -)- £ > 
in alien SMUeu diefer Summer die Stui'e des Hauptgebiel 
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Hasee von A gleich «, die von B gleich 0, die von C glekb. /••■, 
;ich q. Nach. diefen Vorlmmerkungen geheri wir nun zur Ent- 

Die Klasse des Enfiachs zweier Grosen, welches £ Hull 

h der Eafumme ihrer Klaasen, oder wenn y, a, ji die 

C = [AH], fo ist r =(a + j3). 

1. Wenn a + jS < n, Co ist [AB] ein fortschreitendes 
Ifo die Klasse von C = [AB] gleieh der Klasse voa [AB], 
+ 0- 

i a -(- j? = n, To ist [AB] = + 1 nach 137, und alfo 
, d. h. y — (« + £)■ 

i a -(- |3 > n, fo ist C = [AB] = [AB] nach 139. Hier 
von A naeh 131 gleieh n — a, die von B = n — jS, 
n — y, alfo 

- + n— i3=n— (o + (J— n)d.h.)-=:a + jS— n = (a + /J). 

It der Satz fur den Fall, dass A, B und [AB] Einheiten 
assen find. Da aber jede Vielfaehenfumme diefer Ein- 
lren Einheiten gleicher Klasse ist, fo gilt er auch ftlr 
sen. 

)ie Klasse des Enflachs mehrer Grosen, welches ungleich 
jleich der En r amme ihrei Klassen, oder 
= [ABC- • •], *> at Q = (« + jS + y -j- - . -) 

In Satz 145 ist diefer Satz fltr das Enflach zweier 
ifen, tritt nun zu dem Flaehe noch ein Fach oder Faktor 
ibt der Satz naeh 145 in Glllttgkeit, alfo gilt er auch 
viele Fache oder Faktoren, da auch die Klasse dabei 
lis n bleibt und me eine Strichzahl wird. 

e. Seien 5 Fache 4ter Klasae in Bezug auC ein Hauptgebiet 
lacht, fo ist die Klasse des Finches p = 20 — 18 = 2. Seien 
Linage in Bezug auf ein Hauptgebiet 5 ter Stufe getlacht, To ist 
Flaeha p = 9 — 5 = 4. 

)as Enflach der Erganzungen zweier Grosen ist die 
38 Enflaches der Grosen, oder 

= [AB] nnd~[AB] = [AB] 
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is. 1. Wenn a +■ > n. Es lei A = So«E a und B = 
E, und Fs Einheiten find, To ist nach t30 A = SaJ!« und 

und ist 

B] = ftSa.E.XS0sFs)] = Scqhliyt] (nach 74) 

= So^rfEJi] (nach 139) 

= rS«^e[E«F*]) Cnach 130) 

=Tf(8a«E0(SjJiF0] (nach 74) 
= tAB] 

nn a -\- {! <. n. Wir fetzen A = A' und B = If. Dann 

a ftir [A'B'] die Stimme a' + (P > n nach 144, alto ist 
147„~[A'B'] = [A'B'] = [AB]. Alfo ist~[A'B'] =T£aB]. 
i n linger ad e, oder ist n, I'owie a und § gerade, To ist 
i = A' = A' und ebenfo B = B 7 = B', mithin ist dann 
133 [AB] = [A'B'] =TJA'B']. Alfo daJA'B'] = [AB] ist, 
A'B*] =^"fAB], To ist~fAB] = {£&}. 

;egen n gerade, und ist eine z. B. a gerade, die andere {i 
ide, fo ist nach 132 B = B' = — B' und alio 
'.(— B')] = — [A'B'] = = fA'B'] nach 132, da a + p un- 
thin~[A'B'] = — |A'B'] = [AB] und da allgemein fOr 
*[A'B'] =T[AB] ist, fo ist audi f AB] =~[ABJ. 
mdlich n gerade, aber n und ^ beide ungerade, fo ist 
— A' und B = B' = — B' nach 132, alfo ist 
- A')(—B')] = [A'B']=ffA'B'] nach 132, da a + 

aber auch allgemein fur a + jS < n [A'B'] =T[AB], alfo 

B] = fAB], 

nn a + P = n. Wir beweifen hier den Salz zuerst ftlr 

E und F Einheiten find, welche keine Einheit erster Klasee 
en, fo ist [EF]= + 1 und ebenfo [FE]= + 1 nach 137, 
>er nach 138 auch E = [EFF] und F = [FEE], mithin i*t 
?F(FEE)]-=[± 1F(± 1E)] = [FE]=± 1, d. h. [EF] 
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1 und da nach 127 ftlr Z allien a = a int, lb ist a 
JEF], alio ist audi [EF] =T[EF]. 

in E nnd F Einheiten find, welehe cine oder melire Einhei 
asse gemein liaben, To ist naeli 92 [EF] = 0. Da a 
= n, fo konnen die Einheilen E nnd F zufammen nur nFa 
es muss alfo mindestens eine .dor ursprtlngliclien Einhei 
F fehlen, es lei dies e r , dann muss fowohl E ah aucb 
heit enthalten, alfo aacli 92 [EF] = fein. Alfo ist d; 
r ] = [EF]. 

ferner hier [EF] = eine Zalil ist, fo ist nach 127 a 
;EF], mithin [EF] = [EF]. ' ' 

nun das Gefetz fUr Einhei ten gilt, fo folgt ganz wie in 
dass es auch ftlr beliebige Grflseo gilt, deren Summe 
i -f £ = n ist. 

i. Das Enflach der Erganzungen mehrer GrSsen ist 
ig des Enflaches dieter GrOsen oder 

[ABC---]=~?ABC---] 
reis. Wenn der Satz ftlr m Fache oder Faktoren gilt, fo c 

[AB- • -M] = [A8-  M] (Annahn 

r auch fur m +. 1 Fache oder Faktoren, denn es fei dii 
te Fach N, fo ist 

fAB-  -MN] = [fAB- - M]N] (nach Annaht 

=T[AB.--MN] (nach 1 

gilt der Satz ftlr 2 Fache nach 147, alfo gilt er auch f 
i ftir beliebig viele, 
z. Wenn a, b, c    Orbs en erster Klasse find, fo ist 

rilckschreitende Enfiach der Erganzungen von Giosen en 
--liter Klasse kann als ein Enfiach betrachtet wen 
ache oder Faktoren (n — 1) ter bez. erster Klasse find, 
z. Die Erganznng eines vielgliedrigen Ausdmcks (ei 
erhalt man, wenn man von jedem Gliede, ohne das \ 
les Gliedes zn andern, die Erganznng nimmt oder 

Ta + b + c±--.) = a±b±c±--- 

vei*. Es fei A = Ha„E~ B = S/jJj^ C = S^. . ., fo 
+ C±---) = 
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= (Sa.Ea ±. Sj3«Ea ± Sj-.Ea +•■)-= (8(a. + |S« + 7" ±   0E>> 
= 8(0* ± £„ + r „ + - .)E. , (tmcli #30) 

= SlaK ± SjSaE, + S/ a Ea +   

=~S««E«) it^aB.) ±7Sy E n ) ±-'- = A ± H + U+-. (nacli 130) 

Satz. Eine Gleichung, in welcber keine andern Verkntlpfungen 151. 
als die Bildung von Vielfaiibeufanunen beliebigen Gebietes und 
Modelling vorkommen, bleibt auch bestehen, Venn man in der 
Oleic hung statt der Grosen ihre Erganznngen fetzt oder 

Wenn f,('A,B- • ■) = y^A'.B'- - -), wo £ nnd <p, Verkntlpfungen 
der genannten Art find, To ist auch 

f ) (A,B---) = y«tA',B'-0 

IJeweis. In den Verktiupiungen der Foimeln f„ unii y„ koniien 
nur Zuftlgen unrl Abziehen, fowie Mod lung vnrkoinnioh, wenn wir 
zur lelzteren audi die Vervielfachung mil Zalilcn leehnen. Nun bleibt 
aeim Zufugen und AbzJehen die Cleicliung nacli Salz 150 auch fttr 
die Erganznngen und bei der Modlung nacli Satz 148 auch fUr die 
Erganznngen beslelieo, mtthin gilt allgemein llir diefe Arlon der Ver- 
tnttpfungen, wenn f„(A,B- • •) = <p<{A\B'   ■) auch f„(A,B- • ■) = 
P( (A',B',...)- 

Satz. Zwiscben den Grdsen in ter nnd denen (n — - m) ter 152. 
Classe in einem Hauptgebiete nter Stnfe besteht voile Gegenfeitig- 
ceit, To dass jeder Satz, der von den einen gilt, auch fiir die 
mdem gilt. 

Satz. Fur drei Einheiten EFG, bei denen die Summe der 153. 
Classen der Stnfe des Hanptgebietes n gleicb ist, ist 
[EF(EG)] = [EFOE]. 

Beweis. 1. Wenn [EFG] keine gleichen Fache enthall, lb muss 
;s alle n urepitlnglicUen Einheiten c nth alt en und ist nacli 137 aifo 
= + 1. Dann ist nacli 138 

G = [G(EF)(EF)] F = [F(EG)(EGJ] 

Diere kOnnen wir, da ?G(EFj] und [F(EG)] gleieh + 1 ist, mit 
(EF)] bez. [F(EG)] vei-vielfacben und erhalten dann [G(EF)j -[G(EF)] 
1, und [F(EG)]-[F(EG)] = 1, mitbin 

EG(EF)G] = [EF], [F(EG)F] = [EG] 
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erhalt man, da man die Zahlfache beliebig ordnen kann, 
'(EG)) = [G(EF)G]-(F(EG)F] = [G(EF)]fF(EG)]fGF] 

= [GCEF)][F(EG)]~fGFJ (nach 147) 

= [G(EF)][F(EG)][GFEE] (nach 138) 

liefem Ausdrucke ist [FE] = + [EF] (nacli 91), mithin bleibt 

len unverandert, wenn man zweimal diefe Aenderung macht, 

wird 

*EF(EG)] = [G(EF)] P [E(FG)f[GEFE] 

= [EFGE] 
»a [GEF] = + 1, mithin [GEF]-[GEF] = 1 ist. 

Wenn [EFG] gleiche Fache enthalt, fo ist j|EFG] = naeh 
aer muss, da die Zahl feiner Fache n ist, mindeet«DB eine der 
sn des Hauptgebietes, etwa e, in dem Flaclie [EFG], alfo 
JEF] und in (EG] fehlen. Sei nun [EF] = Q und [EG] = R, 
n nacli 127 fowohl Q als R diefe Einheit als Fach enthalten. 
uss nach 92 [QR] gleich Null fein, alfo nach 127 aucli die 
g derrelben~[QR] = [QR] gleich Null fein. Mithin ist 

[EF(EG)] = [QR] = = [EFGE] 
i. Fur drei einfoche GrOsen A, B, C, bei denen die Summe 
enzahlen <x '■ (i -\ y det Stufenzahl des Hauptgebietes n 
t, ist 

[AB(AC)] = [ABC-A] 
reis. 1. Angenommen, der Satz gelte fur den Fall, dass die 
ichen Grosen keine and ere d Fache enthalten als folche, welche 
;ebenen Reihe von n GrOsen erster Stufe a^a^-  -an angehttren. 
inachst bewiefen werden, dass fie auch noch gilt, wenn man 
;r diefer GrOsen z. . B. statt a! eine Vielfachenfumme der 

etwa 
a' = a,a, + aja s -j \- ana n = 8a«8a letzt. 

kann a, in jeder der drei GrOsen A,B,C enthalten fein. 

j, in B enthalten, fo fei B= f»iD] und verwandle fich, wenn 

statt a, einfUhrt. B in B' = [a'D], dann wird 
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[AB'(AC)] = [A(a'D)(AC)] = [a( 1 S ^^ D )(ac)] 

= Sao[A(a«D)(AC)] (nach 75) 



= Soa[A(aoD)CA] (nach Annahme) 

= [a^^Ca] (naeh 75) 



= [Aa'DCA] = [AB'CA] 
Genau derfelbe Beweis folgt, wenn a A in C enthalten ist. 
1st & t in A [enthalten, fo fei A = [ajD] und verwandle fich, 
wenn man zunachst a' = a^ -\~ a 2 ^n statt a, einftlhrt, A in A' = 

a 

[a'D], dann ist 

A' = a/faD] + a 2 [a 2 D] = a t A + a 2 [a,D] ( + ) 

Wenn~hier noch a 2 in D enthalten ist, fo wird nach 92 das 

letzte Stuck [a_D] = 0, es wttrde alfo A' = a t A und wttrde 

[A'B(A'C)] = a2[AB(AC)] = a*[ABCA] (nach Annahme) 

= [aABC(aA)] = [A'BCA'] (nach 75) 

Wenn dagegen a 2 nicht in D, alfo auch nicht in A vorkommt, 

Fo kann es nur in B oder C enthalten fein. Es fei in B und B = 

[a 2 E]. Dann ist (nach + ) A' = fyA -f cc^a^D], alfo da a 2 auch in 

B enthalten [%DB] = 0, mithin ist [A'B] = ct,[AB], und ist [A'C] = 
[(oiA + a 2 KD)]C] = c^fAC] + a 2 [%DC], mithin ist 
[A'B(A'C)] = a! 2 [AB(AC)] + a { a, [AB(a^DC)] 

= a^ABCA] + aja^AB^DC)] (nach Annahme) 
Im zweiten Stiicke [ist hier, wenn man fiir A und B die Werte 
einfetzt 

[ABfoDCj] = [a 1 Da 2 E(a 2 DCj] = — [a 2 Da 1 E(a 2 DCj] ' (nach 91) 

n 

= — [ajjDaiECcajjD)] (nach Annahme) 

= [aiDaaECfaaD)] = [ABCfoD)] (nach 91) 

fo lit wird 

[A'B(A'C)] = ct^ABCA] + a^ABC^D)] 

= ^[ABCCaiA + a 2 a 2 D)] 

= cttfABCA'] = [A'BC-A'] 
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ibenfo folgt der Beweis, wenn a 2 in C stall in B enllialten war. 
alio bewiefen, (lass tier Sat?, bestehen bleibt, wenn fich das 
?acli ai in a,^ -\- a^ verwandelt, alio aucb, wenn man dies 
■r in a,ai -f- <ti&t + a 3 &3 verwandelt ti. C w. 
I. Der Satz 154 bleibt alio, wenn er fur den Fall gilt, dass die. 
isen A, B, C nur Faebe cnthallen, welebe irgend einer Reihe von 
sen erster Klasse a,. a .--an angelioren, aueh bestehen, wenn man 
einer differ Grosen, cine Vielfachenlumme der n Grosen fetzt. 

man diefe Vielfaclienfnmme statt der ursprnngliehen Grose ein, 
It nun der Satz fur eine Reilie vou n Grosen und bleibt alio 

Beweis 1 audi beslelien, wenn man statl einer awe-it en Grose 

Vielfaclienfnmme der n iirspiunglichen Grosen einfuhit. Er 
alfo audi bestelien, wenn man slatt der n Grosen a^^-a,, 
e n Grosen b L ■■■!>„ einfubrt, welebe gegenfeitig frei und Viel- 
iifiiminen jener ; Giosen find, und isl das Gebujt der crsten 
■sen nacli 22 dem Gebiete der letzten n Grosen ideieh. 
i. Nun gilt der Satz naeb 153, wenn die Grosen A, B, C Ein- 
i find, alio gilt er aueh filr alle aus ilinen abgeleileten Grosen 

C, Tofein die Reilie der n Grosen erster Stufe, welebe ibre Faebe 
i, gegenfeilig frei find, oder fofern o + {i -f- y = a ist. 
Satz. Fiir die Grosen A, B, C gilt die Gleicbung 
[ABfACj] = [ABCA] 

ilann, wenn aueh B und C znfammengefetzte Grosen fin.!, fofern 
i eine einfache Grose und die Snmme der Klassen der drei 
n der Stufe des Hauptgebietes gleich 1st. 
Beweis. Es fei B = SjfcD^ C = S/ C E C , 
> und E Zeuge (I'rodiiktel vou einfaeben Grosen find, lb ist 

[AB;AG)J = S^/cCADmAEcJJ (nacli 74) 

= S#,y c [Al>(,E c AJ (naeh 153} 

= 'tA(S^(,Dt)(S/cEOA] (nacli 74) 

= [ABCA] 
VVpim A •■'me ziirammengefcUte Gritec i=*t, gilt tier ckU incl*t raelir allgemehi, 
B. A — all + cri, "'o a, b, c, d gegenfeilig frei, uvifl fci B = c, C = d, 

d in Bezug aiif tin Gebiet 4ter Stufe [AB(AC)] = [(ab + cdM(ab + cd)d)] 

c(abd)], da [ede] und [edd] verschwiiideii; aber [abc(abd)] = [abcd(ab)]. 
wird 

[AB(AC)] = [abcd(ab)] 



Die allgeroeineii Sitae far Eiiltaeiic. 156, 

Dagegen wird 

[ABCA] = [(ab + cil)rd(ab + cil)] = [died fall + cdl] 

= [abcdfal))] + [abcd(cd)] = [alicdtab)] + [abed(cd)] 
6 Slid lieide Ausdriicke urn [nlird(<.d)] von ninank'r vi-rerhieden, 

Satz. Fur drei eiufacbc Grbsen A, B, C, deren Flach nullf.er 150. 
Klasse iat, gelten die diei Gleichungen : 

1. [AB(AC)] = [ABCA] 

%. [AB(BC)] = [ABCB] 

3. |[AC(BC)] = iAHOC]. 
Bewein, 1. Eh 1'eien die Klawen von A, B, C gleioli a, |J, >-, 
die Stufe des Hauptgebieles lei n. Da nun dan Flach [ABC] nulKcr 
Klasse fein foil, lb muss naeli 12fi audi (I = (« + -f y\ d. Ii. 
* + § 4" 7 durcli n teilbar fein, mi thin da a, {!, y klciner als n find. 
gleich n oder gleich 2u fein. Wenn a -f + y = n 1st, in "ill die 
Forme! 1 naeh 154. Wenn a f-0 4-y™2n i.-l, Ii. fei A = A'. 
B = B', = C and ieien a', 0', / die Klassen von A', B', C, lb 
ist a' = n — a, fi' = n — ■£, j-' = n — / (nach 130), milhin i*l 
«' + ¥ + / = 3 » — (« + § "f r) = 3n ~.3u = n. Danu abcr is) 
[AB< AC)] = [A' • B'tA' ■€')] = [A'B' • A'C] (naeh 147) 

= [A'B'C'A'], nach 155. da a? \- p' + f = o. MiHiin 
naeli 148 

= '|Ja'-S'-c'-a'] = [abc-a]. 

2. & fei [AB] = [BD], fo isl D von giddier Klasse mil A, 

[AB(BC)] = [BL>(BC)] = [BBCB] fnacli ISti,,) 

= [ABCB], 
| = [AB]is,. 
E* fei [BC]==[CD], fo ist D von fjleiclier Klasse mil B, 

[ACiBCj] ='iAC|.CD)] = [ACDC] (150, s ) 

= [ABCC], 
| = [BC] ist. 



AuadulmmigBldiro. 66 

Fur zwei einfache Grbsen A und C, bei deneii die 
Klassen a  \ y der Stufe n dee Hauptgebietes gleich ist, 
lie einfache der Grose A untergeordnete Grose B die 
eichungen : 
AOO] = [ACB] 
CBA] = [CAB]. 

Nnr-!i 117 i«t A i» der Form BD darstellbar, mithin ist 
JD(BC)] = ItiDCB] (nach 156,,) 

iCBJ und 

JB(BD)] = [CBDB] (nach 156,,) 

!ABJ 

Das Enflach zweier einfaclien Grosen, die nngleich Null 
i, und nur dann von Hull verscbieden, wenn die Strife 
lenden Gebietes den griisten, oder, was dasfelbe ist, 
ife ihres gemeinschaftlichen Gebietes den kleinsten Wert 

bei den Klassen der beiden Faehe oder Faktoren und 
i Hauptgebietes liaben kann, oder 

die Kiasse des verbindenden Gebietes, y die des gemein- 

st, und 

;- n, d. b. wenn das Enflach ein fortscbreitendes oder 

To ist 

< 0, dann und nur dann, wenn 

[1 = 3, oder, was dasfelbe ist, y = 0; fewer 

: d, d. h. wenn das Enflacb ein rnckschreitendes ist, To ist 

> 0, dann nnd nur dann, wenn 
n, oder, was dasfelbe ist, y = a -f- jS — n ist. 

1. Es fd a -f §<■ n, fo ist das Enflach (nach 133) 

mithin (nach 93, 92) dann mid nur dann Null, wenn 

;n einfaclien Faehen eine Htirigkeil herrscht, Wenn alfo 

To lass-l fif.li (nacli 19) von den einfaclien Fuclien oder 
Caches [AB] eines als Vielfaclienfumme atis den a 4- P — 1 
ilen. Dann werden mithin fiimmtliclie einfachc Faehe 

von einem Gebiete von niederer als (a -f- /?)ter Stufe 
. $ < « + jS. Ist liingegen [AB] J 0, fo find die ein- 
iliefcs Flaches (nacli 93) ^cgpnrp.itiir frci, ilir verbindendes 



67 Die ullgemelnen SBUe far Enflache. 159—160. 

Gebiet ist alfo von (a + J?J ter Stufe, d. h,a + ft = 3. Alio ist, 
wenn a -\- ft ^ n iat, [AB] dann und nur dann von Null verschieden,  
wenn a + jS = i ist. Dann aber ist nach 31 stets auch v = 0. 

Endlich ist, wenn o -j- £ < n ist, die kleinste Slufenzahl, die 
das den Grosen A und B gemeinscbaftliche Gebiet haben kann, Null, 
und die grossle, die das verbindende Gebiet haben kann, a -f- ft- 

2. Wenn dagegen a -{- ft > n ist, dann haben die Gebiele A 
und B, da fie von a ter und /J ter Stnfe find, nach 32 mindestens ein 
Gebiet (a + ft  — njter, d. h. y ter Stufe gemein. 8ei demnach C eine 
Grose von yter Klasse in dielem gemeinlarnen Gebiele, dann lassen 
fich A und B (nach 117) in den Formen A = [CA,], B = JCB,] 
darstellen, wo A, und B, Grosen von der Klasse a — y und ft — y 
find, mithinist [CAjB,] von nler Klasse, da die Klasse y -\- a — y-\-ft — y 
= a -f ft — y = n ist. Mitliiu ist nach 155 

fAB]=|CA 1 CCB 1 )]=lCA,B 1 0]. 
Hier ist aber [CA|B|] von nler oder init andern Wort en von null ter 
Klasse, alfo eine Zahl, und diele ist dann und nur dann Null, wenn 
fCA.B,], d. h. JAB,] Null ist. Aber nat-h Beweis 1 Ut [AB,] dann 
und nur dann Null, wenn A und B, von einein Gebiete von niederer 
ah 11 ter Stufe umfasst werden, aber da C in A = CA| liegt, To werden 
dann auch A und CB,, d. h. A und B von einem Gebiete niederer 
als n ter Stufe, umfasst, d. li. $<:n,, Somit ist, v.' eon a -J- ft > n ist, 
[AB] dann und nur dann von Null verschieden, wenn <J=n ist. 
Dann aber ist nacli 32 aueh stets y = a -\- ft — n. 

3I1 ist, wenn a j- ft > n ist, die grOsle Slufenzahl, die das 
e Gebiet haben kann, n, alfo (nach 31) die kleinsle, die 
idende Gebiet haben kann, a + ft — n. Mithin i*l der 
in alien Teilen bewiefen. 

atnng. Wir fetzen das Nein einer Grose A (Zeichen A, 159. 
;in A) gleicli dem Enflache [AA'A'J, wo A' das Flach 
n gegeiiieitif* freien Grosen a t a 2 ••-&■> ist, welche in A 
iommen oder A =2 [AA'A'] * wo [AA'] = + [ft| a_ •  -an], 
nttssen die It Erfclftrung liier ciufugen, uiu zu ciucr allgcineiucu 
die Gefctzc der Modliing zu gclangen. 

Alle Gefetze det Hodlung gelten auch noch, wenn man 160. 
tatt der nrsprnnglichen Einheiten erster Klasse eine beliebige 



Aiisdi'lmiiTigalchnv f>8 

Ssen erster Klaase fetzt, welche Vielfachenfummen 
nd deren Enflach 1 ist. 

« fcicn o,- ■•■(>„ die ursprUnglichen Einheiten, und 
ne n Cii mm on derfelbcn, filr welche 

a»] = 1 gilt- 
das Flacli aller in der Einheit inter Stufe E nicht 

iinheilen ersfer Stufe des Hauptgebietes, fo ist nacli 138 

my 

Vcife A' das Flacli aller in A nicht vorkommender 

» n , lb ist nacli 159 

A'A']. 

zuniielist beweifen, dans audi filr diefe GrOse die 
! auigestellle Bestimmung ilire Geltung behalt, wenn 
a, ■■■an an Stelle der ursprUnglichen Einheiten ein- 

[Ali] lei, wenn a -\- jS ^ n ist. Wir beweifen den 
 den Full, wenn a + § •< n ist. 

i i [Al:] = " I" iini- -»  ii- ii I'--- ■!.- <.. i... i. 

ebiel von hiilierer als nullter Stufe, alfo ein Gebiet 
y Fuclie erster Kiaste gemein liaben, dann werden 

A mir diejenigen Fadie entlialt, welche in A nicht 
A- I'ehieu, und a.ns gleicliem Grunde audi in B, alfo 
\\ von oinem Gebiet c von niederev als n ter Stufe 
Cnael. 158) 

[All] = ist und die Ergiiirainig einer Zalil (nacli 127) 
d. Ii. die von Null felbst Null isi, fo ist. 
[Alt]. 

cr[AB]^0, roontliii.lt daefdbe a + § verschiedene 
isk- der Reihe a,..-a B . Sei mm C das Flacli der 
b ist [naoh 91) [ ABC] = + fa,    a.,], mitliin, da 
t, lb ist [ABC]= ± 1. Da.nun [BC] das Flach der 
nnu'iidcn Fuclie ist, lb ist. nacli der hier angetiornmeneii 

BC(BC)], ebenfo 



69 Die allgemeinen Satze fiir Enflache. 161. 



in n 



B = [BAC(AC)] und [AB] = [ABCC] 

n n 

wo [ABC] und [BAG] wie bewiefen = + 1 find, oder Zahlen find, 
mitliin ist [AB] = [ABC][BAC][BC(ACj] 

= [ABC][BAC][BACC] (154, 3 ). 

Da aber [BAC] == + 1 ist, lb ist [BAG][BAC] = 1 . Alio 

nH M n Hn 

[AB] = [ABC.C] = [AB]. 
Es gilt alfo die Formel, wenn a -f /2 <L n ist. 

Dann gilt die Formel aber audi, wenn a + § - -* n i s ^ l,n d zwar 
folgt diefer Teil des Satzes «;anz in deicher Weife. wie Satz 147,.,. 

Es gilt alio die Erklarung 133, audi wenn man stalt der ur- 
sprungliehen Einheiten die Grosen a,'«-*a n einfuhrt, d)en!b gelten 
alle friiheren Satze, wenu man statt der n urspruuglidien Einheiten 
beliebige gegenfeitig freie n Grosen fetzt, dereu Flach nioht Null ist, 
alfo audi, wenn man statt derfelben die Grosen a,---'a u ietzt. Aus 
diefen friiheren Satzen und der in der Erklaruim- festi>estellten Be- 
stimmung find aber alle folgenden Gefetze abgeleitet, folglich gelten 
audi diefe noch bei der angegebenen Einfuhrung der Grosen a,-''a n 
statt der ursprtinglichen Einheiten e^'-en. 

M — 

Zu bemerken ist hier, dass A nicht mit A zufaimnenfallt, fo z. B. ist in 

3 

dem Gebiete dritter Stufe e t , e 2 , e 3 , wo [e^ e 2 e 3 ] = 1 ist, die Erganzung von 

— . 3 *_ 3 — 3 _ — 3 3 

ei + e 2l da e 1 ^[e 2 e 3 ], ea^Ce^] ist, [z x + e^^ej + e 2 = [e 2 e 3 ] + [e 3 e,]. 

Dagegen ist, wenn 

a i — e i + e 2 , a 2 = e 2 , a 3 = e 3 

ist bei Anwendung der Bezeichnung in obigem Satze 

M 3 3 3 

ji! = [a t a 2 a^ (aa a 3 )] ~ [a 2 a 3 ] =■ [e 2 e 3 ], 
alfo von ai uvn [e 3 ej] verschieden. Im folgenden Abschnitte wird jfich ergeben, 

welche Beziehuiigen zwisdien ef'«e n und a^'-an stattfinden mtissen, wenn 

— M 

A = A fein foil. 

Satz. Wenn 161. 

1 = [ ai . . -an] = [PF] = [AA'] = [BB'] = [C . C] = • • - 



ist, und alle diefe Grtisen P, P', A, A' • • • keine anderen Grosen erster 
Klasse enthalten, als die der Beihe ai---a n angehoren, audi 

P = [ABC • • •] ist, fo ist auch F = [A'B'C • • •]. 
Beweis. Nach Erklarung 159 ist, da 1 = [PP'] ="[AA'] 
P = [PFF] = F, A = [AA'A'] = A' u. s. w. 



alle frilheren Satze, alfo namenllich auch Satz 148 
, wenn man liberal I das Zeielien — stall. — fetal, 

l = [ABC.--], 

■■■]■ 

P, A = A', B = B', C = C •■ ist, 

3'C'-.-]- 

i man ans n Grosen erster Klasse, deren Enflacb 
Jeschiedstlache (die multiplikativeii Kombi nation en) 
lasse bildet, und die einfaohen ffrosea in jedem 
Lch dem Abece, die Elache felbst nach dem Lexikon 
Annahme, dass die Reihe jener n GrSsen als ein 
werde, fo ist das Enflach ans den n — m enten 
wshe gleich dem Enflacbe ans den m ersten jener 



«.+,] = [a,  


 -a-1 




a r _,a I + 


 : -a n ] 




= 1 ist. 






Wir wollen zuerst bewcifen 


dass 


A,] = [.,... 


a,-,] 




zeichnung im 


Satze ist 




 •-a r _ 1 a r+1 


• • -a n ]. Mitliin 


iM 


i r ] = [a r --a 


(a t -  •a t _ 1 a r + i 


• -a.)] 


= [a,    a 


»r+i"-aj[a,- 


■«,-.] 


= [»!... a, 


-il . 





(153„) 



| = [a r  -a m _iA ll _J = [a i -- -a,,- 
A n -»] — [»i"   ■an-iA n _ 1 ] = [a,  

■■A D _ r ] = K----a n _ r _ I ]. 
- r — I = in ist, 

•••A. + ,] = J.,---a.]. 



71 Die allgeraeinen Siitze fiir Enflache. 163. 

Satz. Wenn F 1 F 2 ---die Geschiedsflache aus den Fachen erster ^^ 
Klasse einer von Null verschiedenen Grose B find und D a jedesmal 
aus denjenigen Fachen von B besteht, welche in F a fehlen, auch die 

n 

Fache fo geordnet find, dass jedesmal [F a D a ] = B ist, fo ist fur jede 
Grdse A, deren Klasse die Klasse von Da zn der des Hanptgebietes 
erg&nzt, 

[AB] = S[AD a Fa] = [AD 1 F 1 ] + [AD 2 F 2 ] -\ 

Beweis. Es fei m die Anzahl der Fache erster Stufe von B; 
e* fei n die Stufe des Hanptgebietes, a die Klasse von A, and fei 
B = [bj b 2 • • 'Dm]. 

Da nun nach der Annabme B £ ist, fo find (naeh 93) die 
Grosen b, • • -b m gegenfeitig frei, mitbin lasseu fich (naeh 23) zu ihnen 
noch n — m Grosen erster Klasse b m + i- • *bn von der Art hinzuftigen, 
dass alle Grosen erster Klasse, welche dem betrachteten Hauptgebiete 
angehoren, als Vielfachenfummen derfelben dargestellt werden konnen. 
Auch A kann dann als Grose ater Klasse in der Ebrm 

A = a^! + a 2 A 2 -) •= Sa fl A a 

dargestellt werden, wo A 1 ,A 2 ,*'- die Geschiedsflache aus b t • • • b n 
zur a ten Klasse find. Es feien diefe Geschiedsflache A^Aj, ••• fo 
gewahlt, dass jedesmal A a aus denjenigen jener n Grosen besteht, 
welche in D rt fehlen. Dies ist allemal mbglieh, da D a nach der 
Annahme n — a jener Grosen enthalt. Dann ist, da nach der An- 

nahme B = [F a D a ] ist 

[AB] = S[a«A a B] = Sa«[A fl B] (73) 

= Sa«[Aa(F a D a )]. 

Da nun F a nur folche jener n Grosen b t • • • bn enthalt, die dem D a 
fehlen, und A a fammtliche der in D a fehlenden Grosen b t • • • bn enthalt, 

u n 

fo ist F a dem Aa untergeordnet, alfo (nach 157) [A a (F a D a )] = [A a D a F a ], 
mithin [AB] = S«a[AaD a F a ]. 

u 

Ferner ist aber [AbD a ] = wenn 6 von a verschieden ist, weil dann 
Ab mindestens ein Fach enthalt, das auch in D a vorkommt, alfo kann 

II u 

man statt a a [A a D a ] schreibeu Sab[AbD a ], wo fich die Summe nur auf 
den Zeiger 6 bezieht, d. h. es ist 

<x a [AaD a ] = Sab[AbD a ] = [SctbA&Da] _- [ADJ. 

mithin [ AB] = S[AD a Fa]. 



1. Die reinen mid die gemiseliteii Euilaclie. 

in differ NunimLT fetzen wir in alien SiiUeu die Stufe dcs Hiiupt- 
ich ii, die Klasse der Gi'/isi; A gleich n, die der Gi'iise B g'eicli ,f. 
ise C gleich y a. f. w., uud bcincrkmi dies fiir alio SaUe vorwog. 

arung. Kin rein fortachreitendes Modelflach heist 
flach mehrer Grosen, wcnn dieCe keiner andern als der 
enden Elachung unterliegen. 

rein riickschreitondes Modelflach heist das Model- 
er Grosen, wenn diefe keiner andern als der rtickschreitenden 
tmterliegen. Wenn das Gefammtflach nullter Stufe ist, fo 
letzte Modlung, welche dies Gefammtflach bildet, naeh 133 
rtschreitend wie rnckschreitend Coin. 

Arten der Flache heisen reine Hodelflache, alle andern 
te. 

elsweife ist das Enflach [ABCD-'-HJ] ein rein fortachrei tendes, wmn 
fAB], ebenro das Enflach von EAB] mit C, das Enflach -von £aBC] 
forts chrei tend ist 11. f. w., endlich audi das Enflach von [ABCD-  -H] 
hreitend ist. Dagegen heist das Enflach ein rein riickschreitendes, 
Inflach fAB], ebenfo das Enflach von £aB] mit C, das von £aBC] 
s rilcksehreitend ist u. f. w., endlich auch das von £ABCD->-H] 
;schreitend ist. Im Hauptgebiete dritter Stufe bildet das Dreiflach 

ein Beispiel des rein ruckschreitenden Modelflaches, 

Wenn ein Enflach mehrer Grosen [ABC   ] ein rein fort* 
es ist, fo ist das der Erganzungen [ABC---] ein rein 
tendes nnd unigekehrt. 
eis. Naeh 144 gilt der Satz ftlr zwei Faclie oder Faktoren, 

[AB] ein fortsch re i tendes Flach ist, fo ist [AB] ein riick- 
;s, und da [ABC] ein fortachreitendes ist, fo ist [(AB)C] ein 
tendes, alfo ist [ABC] ein rein riickschreitendes u. f. w. 

Ein Enflach von m Grosen A, B, C,- - -L, H ist ein rein 
endos, wenn die Summe der Klaasen dieter Grosen ebenfo 

kleiner ist als die Stnfe (n) des Hanptgebietes, hingegen 
nckschreitendes, wenn jene Summe ebenfo gros oder groser 
n — 1), ein gemischtes, wenn jene Summe groser als n nnd 
i n[m — 1) ist. 



F 



73 Die reinen und die gemischten Enflache. 167. 

Beweis. 1. Es feien a,/?,y* • • die Klassen der Grosen A,B,C, • • •. 
Wenn nun a + j8 + y + --- + A+ fi < n ist, fo ist auch a + § <Z n, 

folglich ist das Enflach [AB] (nach 133) ein fortschreitendes. Ebenfo 

n 

ist a + j9 -J- y <C n, alfo das Enflach der zwei Grtfsen [AB] und C 
ein fortschreitendes, u. f. w. Endlich ist auch a+/S + y-f' • • -\-X-\-fi^n^ 

alfo auch das Enflach der zwei Grtfsen [ABC • • • L] und M, da die 

Stufe von [ABC- . - L] (nach 146) gleich a -+ p + y -\ + X 

ist, ein fortschreitendes. Ebenfo folgt das Umgekehrte, dass, wenn 

[ABC* • «LM] ein rein fortschreitendes Flach ist, dann auch a-\-§-\- y + • • • 
-f- X -f- p <: n fein muss. 

2. Wenn a + jJ+jH 1- X + fx ^;> n(m — 1) ist, fo folgt : 

(n — a) + (n — 0) + (n — y) H h (n — X) + O — M) <^ n, da 

m die Anzahl der Grosen A, B, C,» • •!., M ist. Da nun n — a die 
Klasse der Erganzung von A, d. h. die Klasse von A ist u. f. w., 
fo ist das Flach 






[ABC-..LM] 

nach Beweis 1 ein rein fortschreitendes, folglich (nach 165) [ABC* • «LM] 
ein rein rtickschreitendes. 

Satz. Die Klasse eines rein fortschreitenden Enflaches ist 0, 167. 
wenn die Summe der Klassen feiner Fache oder Faktoren gleich 
der Stufe n des Hanptgebietes ist, in jedem andern Falle ist die 
Klasse jenes Enflaches gleich der Summe der Klassen feiner Fache 
oder Faktoren. Die Klasse eines rein rttckschreitenden Enflaches ist 
= tf — (m — l)n, wenn a die Summe der Klassen feiner Fache und 
m die Anzahl diefer Fache ist. 

Beweis. Fttr zwei Fache oder Faktoren ist der Satz bereits in 

145 bewiefen. Ist nun das Enflach [ABC-««LM] ein rein fort- 
schreitendes und find a, /?, y,« • «A, (i die Klassen von A, B, C« • «L, M, 

fo ist die von [AB] = a + 0, die alfo von [ABC] = a + p + y 

n 

u. f. w. ; alfo die von [ABC* • «L] = a + § -f- y + • • • + X. Ist nun 
a 4" P 4" Y + * * * + X + fi <L n, fo ist nach demfelben Satze (145) die 

n 

Klasse von [ABC* • «LM] = a-\-ft-\-y-\--'*-{-X + i^) wenn aber 
tt + P-\-y+'*'-{-X-\-fizs=n ist, fo ist £ie nach demfelben Satze null. 

Ist zweitens das Modelflach [ABC • • • LM] ein rein rUckschreitendes, fo 
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angemhrten Salze die Klasse von [AB] gleich r< 4- p — n, 
[ABC] gleich a + (S — n, alfo die von [ABC] gleich 

-2n u. f. w., alfo wenn m die Anzahl der Fache von 
ist, die Stufeuzahl diefes Flaches = a + (i -f- Y -f- •  • 

Cm — l)n. 

Das Gebiet eines rein fortschreitendeii Enflaones ist gleich. 

mtlichen Fache desfelben verbindenden Qebiete, und das 
rein rllckschreitenden Enflaches ist gleich dem ftir die 

Fache desfelben gemeinschaftlichen Qebiete, fofern in 

i das Enflach nicht nnll ist. 

1. Es fei [AB-   ■] ein rein fortschrehendes Flach 

• • • -ftq], Bss[bi" -br], u. f. w., wo a 1} - - -aq, b,,-  -br, 

;en erster Klasse find, dann ist alfo 

■■•] — ft»i ■■•aqHV ■••!>*)•■ ■•]■ 

hreitenden Flache kann man nun (nach 116) die Klammern 

d es wird der lelzte Ausdruck = [a (  • -aqb! • • -br- • • •]. 
let des Enflaches ist alio naeh 108 das aus den einfachen 

•aq, b,.-  -br,   •  abJeitbare Gebiet. Ebenfo ist das 
das aus a,,-  -aq ableitbare Gebiet u. f. w. und nach 30 
en Grosen zweier oder mehrer Gebiete A, B, •   ableitbare 

die Summe diefer Gebiete das diefe verbindende Gebiel, 
iebiet des fortschreitendeii Flaches [AB-  •] das die Fache 
l A, B,- •  verbindende Gebiel. 

ei [AB] eln rein rile ksch re: tend es Enflaeh ungleich null, 
ne der Stufenzahlen a und /S der Fache A und B grdser 
iaben A und B ein Gebiet a 4  (1 — n ter Stufe gemeiu ; 
in Gebiet lioherer Stufe, weil fonst (naeh 158) das Flach 
■de. Alfo lassen fich A und B auf ein gemeinsehaftliches 
a + j? — nter Stufe von der Art bringen, dass A = DF, 

D, F, G einfache Grcisen find; dann ist nach 156,, 

= [DF(DG)J = [DFG - D], 

1] eine von Null verschiedene Zahl, alfo ist das Gebiet 
D gleich dem den Fachen A und B gemeinscbaftlieben 
■t nun noeh ein Fach C hinzu, fo wird ganz in gleicher 
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n n 



[ABC] = [DC] = E, 
wenn E das dem D und C gemeinschaftliche Gebiet ist, alfo das dem 
A, B, C gemeinschaftliche u. f. w. 

Satz. In einem reinen Enflache kann man Klammern beliebig 169. 
fetzen und weglassen, d. h. es ist 

[A(BCj] = [ABC], 

n 

wenn [ABC] ein reines Enflach ist. 

Beweis. 1. In dem rein fortschreitenden Flache kann man 
nach 116 die Klammern beliebig fetzen oder weglassen. 

n 

2. Wenn das Enflach [ABC] ein rein rUckschreitendes ist, fo 






ist nach 165 das Enflach [ABC] ein rein fortschreitendes, alfo nach 
Beweis 1 






[A(BC)] = [ABC], 
d. h. nach 151 

[A(BC)] = [ABC]. 

Satz. Ein reines Enflach verandert reinen Wert nicht, wenn Io- 
nian feine Fache in lanter Fache erster bezuglich (n — 1) ter Klasse 
aufidft, je nachdem das gegebene Enflach fortschreitend oder ruck- 
schreitend war. Das fortschreitende Enflach bleibt anch in Bezug auf 
diefe nenen Fache fortschreitend und ebenfo das ruckschreitende En- 
flach bleibt anch in Bezug auf die neuen Fache ruckschreitend oder 

Wenn P = [AB--G] 

ein reines Enflach der Fache A, B, • • • G ist, und 

n n n 

A = [a^ • • • aq], B = [aq+ 1 • • • • ftr] u. f. w., G = [a a + 1 • • • • aj 
nnd a t - -a t Grdsen erster oder (n — l)ter Klasse find, je nachdem 

das Enflach [AB • • • G] ein fortsohreitendes oder rUckschreitendes ist, 
fo ist auch 

n 
Prrrfa^ at] 

nnd zwar ist auch dies Enflach ein rein fortschreitendes oder ruck- 

n 

schreitendes, je nachdem das gegebene Enflach [AB* • -G] es war. 

Beweis. Es fei das Enflach [AB--«G] ein rein fortschreitendes, 
fo ist die Summe der Klassen von A, B, • • • G, d. h. t, kleiner als n, 
fomit bleibt es auch nach 166 ein rein fortschreitendes in Bezug auf 

die Fache a t • • • • a t , wenn man [a 4 • • • aq] statt A fetzt u. f. w., mithin 
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nach 169dieKlammei-n weglassen und erhfi.lt P = [a, a ; -    a,}. 
er fAB-.-G] ein rein racks oh reitendea Enflach Ut, lb win I 
] naeh 165 ein rein fortschreitendes, und wenn A = [&i   -aq] 
*; und a,, at Grosen (n — l)ter Klasse find, To ist 

■-aq] u. f. w., wo ai-'-at Grosen erster Klasse find, fomit 
'eis 1 

;AB.-.G] = Ea, aj. 

.ch 151 auch 
;AB...-G] = [a 1 -...aJ, 
nach 165 ein rein rue kschrei tend es Enflach. 
s. Wenn o, /J   • Kl&ssen der Fache eines reinen Enflaches P 
ie Klasse des Enflaches, ferner 3 die Stnfenzanl des ver- 
l, y die des jfemeinschaftlichen Oebietes ist, fo ist 
'enn das Enflach P ein fortschreitendes ist, F dann und nor 
von Null verschiedenes Enflach der Klasse 3, wenn 

J=a + ^H , 

renn das Enflach P ein rnckschreitendes ist, to ist F dann 
dann ein von Null verschiedenes Enflach der Klasse y, Venn 
, = a + p+---(m — l)n ist. 

•eis. 1. Wenn das Enflach P ein fortschreitendes ist, to 
l die Fache oder Faktoren nach 170 in lauter Fache erster 
iflafen; die Anzahl diefer Fache erster Klasse ist nach 109 

f p -| ; das Flach diefer Fache ist nach 93 und 92 

i nur dann von Null verschieden, wenn die Fache erster 
igenfeitig frei find, d. h. naeh 21 wenn das verbindende 

m (a -\- § H )ter Stufe, alfo 3 = a + p -{ ist. Dann 

lasse des Flaches nach 109 = a -f- (S +   -, d. h. = 3. 
Wenn das Enflaeh P ein rtlckschreitendes ist, fo gilt der 
chst for zwei Fache. Denn nach 158 ist P dann und nur 
i Null verschieden. wenn y = a -\- § — n, und naeh 145 ist 
— a -f- fl — n, das heist <p = y, Mithin gilt der Sate fUr 
he. Durch wiederholte Anwendung erhalt man daraus den 
beliebig viele Fache. 

'.. Ein reines Enflach hleibt fieh felbst deckend, wenn man 
ing der Fache Oder Faktoren beliebig andert, d. h. Pa,b= p b,a- 
-■eiB. 1. Es fei zuerst das Enflach [AB] ein fortschreitendes, 
;h 89 
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[AB] = (- 1)°^[BA], mithin [AB] = [BA]. 

Sei dagegen das Enflach [AB] ein rttckschreitendes, fo ist [AB] nach 
165 ein fortschreitendes Enflach und da n — a und n — /? die Klassen 
von A und B find 

"[AB] = (— l)< n - «x*-0f[BA], 
folglich nach 151 

[AB] = (— 1)(» -«)(»- i»)[BA], mithin auch [AB]=[BA]. 

2. Es fei ferner das Enflach [PAB], wo A und B zwei auf 
einander folgende Fache find, ein reines, fo ist 

[PAB] = [P(AB)] (169) 

= [P(BA)] (nach 172, t ) 

= [PBA] (169), 

mithin [PAB] = [PBA]. 

3. Indem man nun zwei auf einander folgende Fache vertauscht, 
fo kann man nach und nach jedes Fach auf jede beliebige Stelle 
bringen, alfo den Fachen jede beliebige Ordnung geben, wahrend dabei 
nach Beweis 2 das Enflach fich deckend bleibt. 

Satz. Wenn ein reines Enflach zwei Fache enthalt, deren 173. 
Klasse nicht null ist, und deren eines dem andern untergeordnet ist, 
fo ist das Enflach null, oder 

Es ist P A , b = 0, wenn P reines Enflach nnd von den Grdsen 
A und B eine der andern nntergeordnet ist. 

Beweis. 1. Seien von den Grosen A und B die eine der 
andern untergeordnet, etwa B dem A, fo ist B das gemeinschaftliche 

n 

Gebiet und A das verbindende, alfo ist das Enflach [AB] = 0, da 
die St ufe von B ;> 0, und die von A <z n ist nach 158 

2. Wenn nun das Enflach Pa,b zwei Fache A und B enthalt, 
deren eines dem andern untergeordnet ist, fo kann man nach 172 die 
Fache oder Faktoren fo ordnen, dass A und B auf einander folgen, 
w r obei das Flach fich felbst deckend bleibt. Dann kann man nach 169 
diefe beiden Fache in eine Klammer schliesen. Ihr Enflach ist null 
nach Beweis 1, mithin ist ein Fach oder Faktor von P null, alfo auch 
P felbst null. 

n 

Satz. Ein gemischtes Enflach dreier Grdsen [ABC] ist dann 174. 

n 

und nur dann null, wenn entweder [AB] = ist, oder alle drei 



t75. Ausdehnungslehre. 78 

Grdsen A, B, G von einem Gebiete von niederer als nter Stufe um- 

fasst werden, oder ein Gebiet von hdherer als Oter Stufe gemein 
haben. 

Beweis. Es fei nach 166 a -\- fl -\- y 7> n und <L 2n. Ferner 

fei [AB] £ 0, und fei zuerst a + § > n etwa = n + £ , fo lassen fich 
nadi 135 A und B auf ein gemeinsehaftliches Fach Jter Stufe Z 
bringen, fo dass A = ZA', B = ZB' ist; dann ist 

[AB] == [Z A'B'Z] (156,0, 

n it 

mithin da [AB] nach der Annahme £ ist, fo muss audi [ZA'B'] £ 
fein. Dann ist 



n n 



n n • 



[ABC] = [ZA'B'(ZC)] 

n 

alfo, da [ZA'B'] eine von Null verschiedene Zahl ist, fo ist [ABC] 

dann und nur dann null, wenn [ZC] es ist. Die Stufe von [ZC] aber 
ist = f -|- y = a -f § — n -f Y-> alfo <C n, da a + § + y <. 2n ist. 

n 

Alfo ist das Enflach [ZC] nach 158 dann und nur dann null, wenn 
Z und C ein Fach von hdherer als nullter Stufe gemein haben, d. h. 
(da Z das gemeinfame Fach von A und B ist) wenn A, B und C ein 
Gebiet von hoherer als nullter Stufe gemein haben. 

n 

Es fei zweitens a -f -ft <^ n > ^° * s * [AB] ein fortschreitendes Enflach, 

n n 

mithin, da £AB] nach der Annahme £ ist, das Enflach [ABC] nach 

158 dann und nur dann null, wenn [AB] und C, d. h. A, B und C, 
von einem Gebiete niederer als nter Stufe umfasst werden. Der Satz 
ist hiermit bewiefen. 
175. Satz. Die Ordnung, in welcher man mit zwei einfachen Grosen, 

deren eine der andern untergeordnet ist, fortschreitend modelt, ist 
gleichgtiltig fur das Ergebniss, d. h. 

II u 

[ABC] — [AGB], wo B dem C, bez. C dem B untergeordnet ist. 

Beweis. Wenn B von nullter Stufe, d. h. eine Zahl ist, fo 

findet nach 4 die Gleichheit beider Seiten statt. Wenn die Enflache 

nicht gemischt find, fo find beide Seiten nach 173 null, mithin ist der 

ii 
Satz nur noch zu erweifen ftir den Fall, dass das Enflach [ABC] 

gemischt ist und zugleich B von hoherer als nullter Stufe ist. Es ist 

fur diefen Fall a + § + / > & u &d < 2n, durch /? von Null ver- 

schieden und zugleich j5 <^ y, da B dem C untergeordnet. Wir 

nehmen zunaclM an, A fei eine einfache Grose; dann find nur drei 
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Falle moglich : entweder es ist a -f- Y < n 5 °& eY es ^ a 4~ Y 2i n 
und dabei a + /? <~ n, oder es ist a + > a - 

a. Es Cei zunachst a -j- y < n, fo werden die drei Grosen A, B, C 
von einem Gebiete a -}- yter Stufe alfo von einem Gebiete von niederer 
als n ter Stufe umfasst, da B dem C untergeordnet ist, fomit find nach 

173 fowohl [ABC] als [ACB] null, alfo 

[ABC] = [ACB]. 

b. Sei demnaehst a 4- y^l n und a -f /?< n, ers teres etwa = n 4- C, 
wo J auch null fein kann, Co mllssen nach 135 fich A und C auf 
ein gemeinschaftliches Fach Z von f ter Stufe bringen lassen in der 

Art, dass C = [ZC] ist, wo Z und C einfache Grosen find und Z 

dem A untergeordnet ist. Dann ist C von (y — fjter Stufe, alfo die 

Summe der K lassen von A und C gleieh a + y — f = n, alfo ist 
nach 157 



n n n 



[AC] = [A'ZC ] .-= [AC'Z], mithin 

[ACB] = [AC'<ZB)] 

Das Enttach [ZB] i*t hicr ein fortschreitendes ; denn es ist £" -f- j? 
= a -f* ft + Y — n <C n, da ja das Enflaeh ein gemischtes fein follte. 

Sei nun zunachst [ZB] null, Co haben nach 158 Z und B ein 
Gebiet von hoherer als nullter Stufe gemein, dann haben aber auch, 

da Z dem A untergeordnet ist, A und B dies Gebiet gemein; das 

p 
Enflaeh [AB] ist aber, da a 4- P _* r : n ist, ein fortsehreitendes, alfo ist 

u n 

es nach 158 null, mithin ist auch [ABC] = 0, ebenfo wie [ACB], und 
folglich beide einander gleieh. 

n 

Sei dagegen [ZB] £ 0," Co ist, da Z und B beide dem C unter- 

n 

geordnet find, auch ihr verbindendes Gebiet [ZB] dem Gebiete von C 

n 

untergeordnet, alCo kann C nach 117 in der Form [ZBF] dargestellt 
werden, wo F wieder cine einfache Grose ist. Dann wird, da wir 
obeu C = ZC Cetzten, C = BF geCetzt werden konnen, und man erhalt: 

[ACB] = n [AC r (ZB)] = [ABF(ZB)]. 
Ferner ist aber auch, da Z dem A untergeordnet, alCo auch 

[ZB] dem [AB] untergeordnet und [ABF] = [AC] von nullter Klasse 
ist, wie dies oben bewieCen, auch : 

[ABC] = [AB(ZBF)] = [ABF(ZB)] (nach 157). 
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Mithin ist [ACB] = [ABC]. 

c. Sei endlich a + /9;>n, fo find, da/?<.y, auch (n — a) + (n — /£) 
und (a — a) + ( n — /) < n, alfo dann, da n — a, n — /?, n — y die 
Klassen der Erganzungen von A, B, C find, 

[ABC] = [ACB] (nach 175,0 

alfo nach 151 

[ABC] = [ACB]. 
Alfo ist der Satz bewiefen, fofern A eine einfache Grose ist. 

d. Sei endlich A eine zufammengefetzte Grose, fo ist fie immer nach 
108 eine Vielfachenfumine von einfachen Grosen. Es fei A = S«aA« ? 
wo alle A fl einfache Grosen find, fo ist 

[ABC] = Sa d [A a BC] (73) 

= Saa[A a CB] (nach 175, t ) 

= [ACB] (73). 

176. Satz. Wenn A, B, C drei einfache Grosen find, fo find die 

n n 

Enflache [ABC] und [ACB] nur in folgenden Fallen deckend oder es ist 

[ABC] == [ACB], nur dann, 

a) wenn a -f § + 7 ^ n ist, dann ist 

[ABC] = (— 1)^[ACB], 

b) wenn a + j? + y ^ 2n ist, dann ist 

[ABC] = (— 1)(» - £Xn - r)[ACB], 

n 

c) wenn [ABC] ein gemischtes Enflach ist und A, B und C 
entweder ein Gebiet von hoherer als nullter Stufe gemein 
haben oder von einem Gebiete von niederer als nter Stufe 
umfasst werden; dann ist 

[ABC] = [ACB] = 0, 

n n 

d) wenn [AB] und [AC] null find, dann ist 

[ABC] = [ACB] = 0, 

e) wenn a + /? + y = n + t ist und B und C entweder ein 
Gebiet von tter Stufe gemein haben oder von einem Gebiete tter Stufe 
umfasst werden; dann ist 

[ABC] = (— 1) V ~ t)0 ' " t} [ ACB], 

f) wenn B dem C untergeordnet ist; dann ist 

[ABC] = [ACB]. 



Die reiitt'ii and die gennschteo EntUchc. 176. 

9. a. Die erete Fonnel ist in 89 bewiefen. 
:nn a + (J + y > 2o ist, fo ist (n — a) + (n — jS) 
< n, folglich, da n — a, n — (J, n — y die Klassen der 
i von A, B, G find, To ist in riicTem Fallc 
BC] = (- 1)< B -C«— J>[ACBJ (nach 176,.) 

wh 151 

BC] = (— 1)1— jW-^ACBJ 

beiden Fallen a + ft + jf enlweder < n oder > 2n war, 
r der Fall lib rig, wo a -J- £ -^ y > n ""d < 2n ist, alto 
) gemischten Enflachs. 

genommen z tiers t [ABC] lei null. Eia gemischtes Enflach 
[ABC] ist nach 174 dann und nur dann null, wenn enlweder [AB] = 
ist, oder alle drei Grosen A, B, C von einem Gebiete Diederer ala 
nter Stufe utnfasst werden, oder ein Gebiet von hoherer als nullter 
Stufe gemein haben. Tritt einer der beiden letzlen Fiille ein, fo ist 
fowohl ^ABC] als [ACB] null, mid alio [ABC] = [ACB] = 0, fomil 
Formel (c) bewiefen. 

d. Wenn [AB] = ist. Wenn hier [ABC] mit [ACB] deckend 
fein Toll, fo muss audi [ACB] null fein, dies kann aber, da die beiden 
Falle der Formel c ausgeschlossen find, nicht anders gescliehen als 
wenn audi [AC] null ist, und es tritt alfo dann der Fall (d) ein. Es 
bleiben alfo nur nocb die Falle des von Null verscliiedeoen gemischlen 
Enfiaches tibrig. 

e. Da«-h^ + y>n und < 2n ist, fo kiinnen wir a + (1 + y 
= n + t fetzen, wo t >■ und <L n ist. Nun find bier wie in 175 
drei Falle zu unterscheiden. Erstens der, wo die Summen a + § und 
a + y beide kleiner als n find. Dann ist, da [AB] und [AC] dann 
von Null verschiedene forts clireitende Enflaehe find, a + jS die Klasse 
von [AB] und o-f/ die von [AC]. Dann haben [AB] und C nach 31 
ein Fach oder einen Faktor von o + jS + / — nter i d. h. tter Klasse 
gemein. Dieter fei Z, und fei C = [ZC], fo ist die Sitmme der 
KlaRsen von A, B, C gleich n, alfo [ABC] eine Zahl, und Z ist dem 

untergeordnet. Mithin ist dann nach 157 
[ABC] = [ AB(ZC)] = [ABC  Z] = Z. 

.. Grownaim. Ana Jehimiigsl elite. « 
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Mithin muss, wenn [ABC] = [ACB] fein foil, auch [ACB] = Z fein, 

n. 

d. h. [AC] und B mttseen fich auf ein mit Z deckendes gemeinschaft- 
liches Fach briagen lassen, d. h. auf das Fach Z felbst; mithin muss 
Z dem B untergeordnet fein, es war aber auch dem C untergeordnet, 
d. h. B und C lassen fich auf das gemeinschaftliche Fach tter Klasse Z 
bringen, oder Re haben ein Gebiet tter Stufe gemein. Es fei 

B = [ZF], fo ist 

[ABC] = [AB(ZC')] = [ABC'Z] (157) 

= [A(ZF)C'Z] = [AZFC'Z] (1 69) 

[ACB] = [AC(ZFj] == [ACFZ] (157) 

= [ A(ZC')FZ] = [ AZC'F . Z] (1 69). 

D 

Da nun C = [ZC] war, fo ist C von (y — t) ter Klasse, und da 

B = [ZF] war, fo ist F von (0 — t) ter Klasse, mithin 

[ AZFC'Z] = (— 1 ) V - W - *>[ AZC'FZ] (89), 

alfo 

[ABC] = (— l)V"" t)(y " t} [ACB], 
d. h. es ergiebt fich der erste Teil der Formel e. 

Seien hingegen die beiden Summen a + /? und a + y groser 
als n, fo find die Summen (n — a) + (n — /?) und (n — a) + (n — y) 
kleiner als n, und (n — a) + ( n — 0) + (n — y) = n + (n — t). 
Folglich find in diefem Falle (nach dem ersten Teile der Formel e) 

die Enflache [ABC] und [ACB] nur dann einander deckend, wenn 
fich B und C auf ein gemeinschaflliches Fach von (n — t) ter Klasse 

bringen lassen. Diefes fei Z und fei B= n [ZF], C= n [ZC'], fo ist 
(nach dem ersten Teile von e) 

[ABC] = (- l)('-/8Xt- wjACB]. 

Aber nach 147 ist dann 

B= n [ZF], C = [ZC 7 ] 

[ABC] = (— 1)(*- ^-^[ACB] = (- l)V"" t)(y " t} [ACB], 
d. h. es ist der zweite Teil der Formel (e) bewiefen, auch werden 

dann B und C beide (da das Flach B = [ZF] ist und zugleich B von 
geringerer Stufe als Z ist, mithin als rttckschreitendes Enflach erscheint, 
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n 

und ebenfo C = [ZC], und alfo B und C beide dem Z untergeordnet 
find) von dem Gebiete Z umfasst. 

f. Es bleibt fomit nur noch der Fall ttbrig, wo von den Summen 
a + j9 und a -\~ y die eine, etwa die erstere, ebenfo gros oder kleiner, 
die andere ebenfo gros oder groser als n ist. Dann lassen fich nach 31 

n 

[AB] und C auf ein gemeinschaftliches Fach a + § + Y — nter, d. h. 

n 

tter Klasse bringen. Diefes fei Z, und fei C = [ZC] (wo C von 
nullter Klasse, wenn a + /? = n ist), fo wird 

[ABC] = [ AB(ZC')] = [ABC'Z] (157). 

Ferner fei a + Y — a + u > fo haben A und C ein Fach von 

n 

u ter Klasse gemein, diefes fei F, und fei C = [FG], fo ist 



n n n 



[AC] = [A(FG)j = [AGF] (157). 

Alfo 

[ACB] = [AGFB] = [AG(BF)]. 

Soil alfo [ABC] = [ACB] fein, fo muss, da, [ABC] und [AG] 

n 

von Null versehiedene Zahlen find, JZ = [BF] fein, d. h. es muss B 
dem Z une.geordnet fein, aber audi Z ist dem C untergeordnet, mit- 
hin auch B dem C. Dies aber ist die Bedingung der Formel (f) und 
nach 175 ist dann 

[ABC] = [ACB]. 
Der Satz ist mithin vollstandig in alien Teilen bewiefen. 

Satz. Wenn A, B, C drei einfache Grdsen find, fo find die 177. 

Enflache [BAC] und [B(AC)] nnr in folgenden Fallen deckend, d. h. 
es ist 

[BAC] = [B(AC)] nnr dann, 
a. b. wenn beide Enflache reine find, d. h. wenn a ~hft + Y < n 

oder > 2n, dann ist [BAC] = [B(AC)], 

n n n 

o. d. wenn [AB] und [AG] null find, oder wenn [BAC] ein 
gemischtes Modelflach ist und A, B und C entweder ein Gebiet von 
hdherer als nullter Stufe gemein haben oder von einem niederen 
Gebiete als nter Stufe umfasst werden, fo ist 

[BAC] = [B(AC)] = 0, 
e. wenn a-f-/J + y = n + t und B und C entweder ein Gebiet 
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von tter Stufe gemein haben, oder von einem Gebiete tter Stufe 
nmfasst werden, fo ist, fofern a + P nnd a + y <: n find, 

[BAG] = (— 1)«<[B(AC)], 
fofern dagegen a + p nnd a + Y > n ^ n ^ *° *** 

[BAC] = ( - l)< n - W " *P(A0)1 
f. wenn B nnd C eine der andern untergeordnet ist, fo ist, fofern 
a + P < 11 nnd a + y >: n ist, 

[BAC] = (— l/ n "" r) [B(AC)], ferner 
fofern a -{- p > tl und a + / < a i*t, 

[BAC] = (— !)<*- jS»'[B(AC)], ferner 
fofern ztigleich a -\- p und a -j- y 7> n oder zugleich a + £ nnd 
a + y <: n find, 

[BAC] = [B(AC)] = 0. 
Beweis. Es ist in alien diefen Fallen 

[BAC] = [ABC] (nach 89) 

= [ACB] (nach 175) 

= [B(AC)] (nach 89). 

Die Formel a. und b. folgt unmittelbar aus 169. Die Formel c. und d. 

folgt unmittelbar, da [AC] = ist und da [B A] = + [ AB] = ist 
u. s. w., siehe 176. 

178. Satz. Ein Enflach nullter Klasse bleibt fich felbst deokend, 

wenn man die Ordnnng aller feiner Fache umkehrt, oder die letzten 
Fache in beliebiger Anzahl mit nmgekehrter Ordnnng in Klammern 
schliest, d. h. 

[A t A2 • • ' • A n _ lAn] = [An(A n — !•••• (A2A1))] 

n 
= [At • • • A n _ r _ t • (An(A n -1 • • • A n _ ,))]. 

Beweis. Wir fetzen 

[A X A 2 A n _ a ] = P, 

dann ist 

[Ai A a A n _ xAn] = [PA n _ !A n ]. 

Da das Enflach von nullter Klasse fein foil fo muss die Summe 
der Klassen von P, A n ^^ A n nach 146 durch n teilbar fein, alfo, 
da die einzelnen Klassen > und <C n find, entweder gleich n oder 
glcich 2n fein; im erstern Falle ist das Enflach der drei Grosen 
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P, A n _i, An ein rein fortschreitendes, im lelztern ein rein rUck 
schreitendes, in beiden alfo ein reines, fomit nach 177 

[P A n _ x An] = [P • (A n A n _ 0], 

oder 

n n 

[AiAa- • • •A ii -.iAb] = [A 1 - • -An^a-CAnAn^i)]. 
Betrachten wir diefen Ausdruck als ein Enflach der drei Grftsen 

n n 

[A t - • «An-3], A n _ 2 und [A n A n — i], fo erhalten wir auf gleiche Weife 

n n 

[A,. • •A n _ 3 .A n _ 2 -AnA I1 _ 1 ]==[A l . • -An-s'CAnCAn^An-a))]. 
Wendet man dies Verfahren rmal an, fo erhiilt man 

[Ai AJssfAt An-r-i-CAnCAn-!. • • A n __ r ))]> 

d. h. das Enflach bleibt fich felbst deckend, wenu man die letzten 
Fache in beliebiger Anzahl (r) mit umgekehrter Ordnung in Klammern 
schliest. Hiernach wird nun auch 

\A t A a AJ = [A x . (A n (A n _ x A 2 ))], 

fomit nach 89 

ss£a.(A b _ 1 ...(A 1 A 1 ))] 1 
alfo ist auch der erste Teil des Satzes bewiefen. 

12. Die Zuriickleitung auf ein niederes Gebiet. 

Erklarnng. Wenn C im Hanptgebiete nter Strife eine Viel- 179. 
fachenfumme der Geschiedsflache (multiplikativen Komplexionen) ztt 
irgend einer Klasse, A^^An, ans den n freien Grdsen erster bez. 
(n — l)ter Klasse, a lt ***an ist, d. h. wenn 

C = c^Ai + c^Aa H — • + a a Aa 
and wenn C x die entspreohende Vielfaohenfamme der Geschiedsflache 
zu derfelben Klasse A t -*«Ar ans m derfelben freien Grdsen, etwa 
ans aj,« • *am ist, d. h. wenn 

Oi = €t\Ai + (X2A2 4" ' ' "4" CtrAr, 

fo heist Ci die Zuruckleitung der Grdse C anf das Gebiet 

n n 

[a x • • -am] nnter Ansschlnss des Gebietes [am + t - • *a n ]. 

Die Znrtlckleitnng heist eine fortschreitende, wenn die 
Grdsen a^'-an erster Klasse, fie heist eine rnckschreitende, 
wenn die Grdsen at •••an Grdsen (n — l)ter Klasse find. 

Die Znrttokleitungen mehrer Grdsen heisen in demfelben Sinne 
genommen, wenn fie anf dasfelbe Gebiet und nnter Ansschlnss des- 
felben Gebietes znrttckgeleitet find. 
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Ala Beispiel fttr diefe Zuriickleitungen nehmen wir den Raum, der, wie 
wir fallen, wcnn wir von Pnnkten ausgehen, ein Hauptgebiet vierter Stufe ist. 
Es feien a, b, c, d vier gegenfeitig freie Grttsen erster Stufe, d. h. vier nicht in 

4 4 4 

ein und derfelben Ebene liegende Punkte, fo ist C k = [be] -j- [ca] -f- [ab] die 

4 4 4 4 4 4 

fortschreitende Zuriickleitung von C = [be] + [ca] + [ab] -f- [ad] -f- [bd] -|- [cd] 

4 

auf das Gebiet oder auf die Ebene [abe], unter Ausschluss des Gebietes d. 

4.4 4 4 

Bezeichnen wir ferner [bed] mit a', [cad] mit b', [abd] mit c' und [acb] mit d', 
fo find a', b', c', d' GrOsen (n — l)ter Stufe, da n = 4 ist und fetzen wir noch 

4 4 4 444444 4 

[abcd]=l, fo ist [bV] = [cad.abd] = [abcd][ad]=[ad], [cV]=[bd], [a'b'] = [cd], 

4 4 4 4 4 4 

[a'd'] = [be], [b'd'] = [ca], [c'd'] = [ab], und es wird 

C = [a'd'] + [b'd'] + [c'd'] -f [b'c'] + [c'a'] -f [a'b']. 
Dann wird, wenn 

C = [b'c'] + [c'a'] + [a'b'] 

4 

ist, C die ruckschreitende Zuriickleitung von C auf das Gebiet [a'b'c'], unter 

4 4 

Ausschluss des Gebietes d', fein, d. h., da [a'b'c'] = [cd«abd] = d, und 

4 

d' = [abc] ist, dann ist C die Zciriickleitung von C auf das Gebiet d, unter Aus- 

4 

schluss des Gebietes [abc], d. h. es ist C im Raurae die Zuruckleitung einer Linie auf 
einen Funkt als riickschreitende Zuriickleitung. Die Zuriickleitung felbst ist in 
der Raumlehre gleichbedeutend mit der Beschattung oder Projektion im weitesten 
und eigentlichsten Sinne des Wortes. 

180. Satz. Wenn die Stnfe m des Gebietes, anf welches zurtick- 

geleitet wird, grdser ist, als die Klasse p der znruckgeleiteten Grdse, 
fo ist die Zuruckleitung fortschreitend, wenn dagegen die erstere 
Stnfe m kleiner ist als p, fo ist die Zuruckleitung rtlckschr eitend ; 
wenn die Stnfe nnd die Klasse gleich find, fo kann die Zuruckleitung 
fowohl fortschreitend als rnckschreitend fein. 

Be we is. Es feien a A • • • *a n gegenfeitig freie Grosen erster Klasse 
und feien A l7 ***A u die Geschiedsflache aus a^—an zur pten Klasse, 
und A l9 - • «Ar die Geschiedsflache zur pten Klasse aus a A • • -a m und fei 
C = a^Ai H 1- Oa Au 

Ci = (XiAi + • • • + CfrAr, 

alfo nach 179 fei C x die fortschreitende Zuriickleitung der Grtfse C 

auf das Gebiet f % • • • a m ], unter Ausschluss des Gebietes [a m + 1 • • • an], 
fo wttrde es, wenn m << p wSre, gar keine Geschiedsflache aus 
a x • • • am zur p ten Klasse geben, alfo auch keine fortschreitende 
Zuriickleitung. Es muss alfo fur die fortschreitende Zuriickleitung 
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m ^L p fein, d. h. es muss die Stufe des Gebietes, auf welches zurttck- 
geleitet wird, ebenfo gros oder groser fein als die Klasse der zurttck 
geleiteten Grose. 

Macht man diefelben Annahmen wie vorher, mit dem einzigen 
Uaterschiede, dass a^-'-an in dem Hauptgebiete nter Stufe Grosen 
(n — l)ter Klasse find, fo ist die Zuriickleitung eine rtickschreitende ; 
und auch hier muss, aus gleichem Grunde wie vorher, m >p fein. 

n 

Aber hier ist nach 130 die Stufenzahl von fa^-'am] gleich n — m 
und die von C gleich n — p, fomit muss^ da m> p ist, auch 
n — m <_ n — p fein, d. h. die Stufe des Gebietes, auf welches 
zurilckgeleitet wird, wird ebenfo gros oder kleiner als die Klasse der 

zuriickgeleiteten Grose, d. h. es gilt der Satz. 

» 

Satz. Die Zuriickleitung A' einer Gr&se A auf ein Gebiet B, 181. 
nnter Aussehlnss des Gebietes C, ist 

A' = E^.™, und es ist A' = [B(AC)], wenn [BCJ = 1 ist. 
[BC] 

Beweis. Es feien a t * • -an n gegenfeitig freie Grosen erster oder 
(n — l)ter Klasse, und A|*--Aa die Geschiedsflache aus a^^an, 
und Aj • • • Ar die aus a x • • -am und A = c^At -[-••• + « tt A u , mithin 

n n 

A' = diAi + • • • + OrAr, und fei [aj • • *am] = B, [a m + !« • • »a n ] = C, 
fo ist 

n n 

[AC] = [((*! A t H — • + <*'Ar + o r 4- iA r + ! -j — • -f ff u A a )C] ; aber 
da A l5 » • «A r die Geschiedsflache aus at • • •a m find, und da A r + j,« • • A u 
diejenigen Geschiedsflache aus a^^an find, welche nicht zugleich 
Geschiedsflache aus a t • • -am find, fo muss jede der Grosen A r + 1,« • »A U 
mindestens eins der Fache oder Faktoren a m + 1 • • • a n enthalten, alfo 

mindestens ein Fach mit C = [am + x • • -an] gemein haben. Die Flache 

n n 

[A r _j. iC],* • '[A U C] find aber in Bezug auf die Fache a I ««-a n nach 
164 reine, mithin null, da fie gleiche Fache oder Faktoren enthalten, 
alfo wird 

[AC] = [(^Ai + • • • + «rA r )C] = a^AiC] -f • • • + a^ArC]. 
Alfo ist 

[B(AC)J = a^BCAjCj] -\ + a r [B( A r C)]. 

Da nun jede der Grosen Aj , • • • • Ar aus Fachen oder Faktoren 
hesteht, die in B enthalten find, fo ist jede derfelben dem B unter- 
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geordnet, folglich, da auch die Summe der Klassen von B und C n 

n 

betragt, fo let [BC] eine Zahl und ist nach 157 

[B(AiC)] = [BCA, ],...., [B(ArC)] = [BOA,], 
alfo 

[B(AC)] = [BCC^Ai H + ctrAr)] = [BCA']. 

n 

Alfo, da [BC] eine Zahl ist, fo ist nach 4 
_ [B(AC)J 

[BC] 

182. Satz. Jede Gleichung, deren Glieder Vielfache je einer Grdse 
mter Klasse find, bleibt bestehen, wenn man statt aller diefer Ordsen 
ihre in demfelben Sinne genommenen Zuruckleitungen fetzt; oder 

Wenn P = aA + /SB -\ ist, wo a, /S • • • Zahlen find und 

P', A', B', • • • die in gleichem Sinne genommenen Zuruckleitungen 
von P, A, B, • • - find, fo ist auch P' = aA' + /SB' H . 

Be w els.. Es fei L das Gebiet, auf welches zurttckgeleitet wird, 

n 

und M das ausgeschlossene Gebiet und [LM] = 1, fo erhalt man aus 
der Gleichung 

P = aA + /SB -| , 

wenn man £ie mit M modelt 

[PM] = a[AM] + /S[BM] + . . . 
und wenn man diefe mit L flacht 

[L(PM)] = a[L(AM)] + flL(BM)] + . . ., 
d. h. nach 181 

P' = aA' + /SB' H . 

183. Satz. Die fortschreitende Zuruckleitung eines rein fortschreitenden 
und die ruckschreitende eines rein ruckschreitenden Enflaches ist 
gleich dem Enflache der in demfelben Sinne genommenen Zurtlck- 
leitungen der Fache oder Faktoren jenes Flaches, oder 

Wenn das reine Enflach P = [AB* • -E] ist, und P', A', B',« E' 
die in gleichem Sinne genommenen Zuriickleitungen von P, A,B,**E 
find (und zwar fortschreitende bezuglich ruckschreitende, je nachdem 
das Flach fortschreitend oder ruckschreitend ist), fo ist auch 

P' = [A'B'...E']. 

n n 

Beweis. Es fei A = [a x • • • • a&], B = [a^^- 1 • • • • aj, • • • 
E = [a t + i • • • «a v ], wo a x • •-- 'a v Grosea erster bezuglich (n — l)ter 
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n 
Klasse find, je nachdem das Enflach [AB-««E] ein fortschreitendes 

oder rtickschreitendes ist. Dann ist 

P = ^ ay] 

ein reines Enflach von Grosen erster oder (n — l)ter Klasse. Ferner 

fei L = [uj • • • «uj das Gebiet, auf welches zurtickgelcitet wird, 

n n 

M == [ui^_i • • *u n ] das ausgeschlossene Gebiet und [LM] = 1, wobei 
u t • • • • u n Grosen erster oder (n — 1) ter Klasse find, je nachdem 
% • • »a v es find. Nun ist nach 181 

F = [L(PM)] 

n 

= [u t • • • • Ui(aj • • • • ay • Ui + i • • • • Un)j. 

n 

Wenn nun das ursprttngliche Enflach [AB- • «E] ein fortschreitendes 
ist, fo foil auch die ZurUckleitung eine fortschreitende fein, mithin 
nach 180 die Stufe von L eben fo gros oder grosser als die Klasse 
von P fein, d. h. m J> v, folglich v + n — m << n, d. h. das 

Enflach [a x • • • a v • ui + 1 • • • • u n ] ein rein fortschreitendes, alfo auch 

= [a t a v ui + i • • • «u n ], und da alle Fache oder Faktoren von erster 

Klasse find, nach 133 und 115 ein Einheitsflach. Die Grosen a t * • -a T 
feien nun Vielfachenfummen von u t • • -u m und fei &r— T a l u i + * • • + r «i u b 

n 

fo konnen wir in dem Enflache [a x • • -a-yUi^i • • • «Un] statt 

ar= r aiU 1 • • • « r aiUi die ZurUckleitung von a r auf das Gebiet L=[u! • • -uj, 

mit Ausschluss des Gebietes M=[ui+ 1« • -u n ], d. h. a' r = r a 1 u t +- • --rtyUj 
fetzen, da ui + 1 • • • u n bereits als Fache oder Faktoren in jenem Flache 
vorkommen und ui + x • U! + 1 = u n • u n = ist. Mithin wird 

P' = [uj • • -upa'i • • •a'yUi.j-! • • •Un]. 
* Hier ist o,\ • • • -a'y dem Uj • • «Ui untergeordnet, alfo nach 157 

u n n 

P' = [u t • • •u n ]*[a' 1 • • «a' v ] = [a'j • • • «a' v ]. 
Aus gleichem Grunde ist 

n n 

A' = [a'! a' n ], B' == [a' h + 1 a'J, • • • 

E' = [a't +. i • • • • a v ]. 
Mithin ist 

P' = [A , B'....E / ]. 

n 

2. Wenn das ursprttngliche Enflach [AB- • -E] ein rtickschreitendes 
ist, und ebenfo <auch die Zurttckleitung von P auf L, unter Ausschluss 
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von M, eine rtickschreitende, fo ist die Klasse von P kleiner oder 
ebenfogros als die Stufe von L, mithin kehrt lich das rttrkschreitende 
Flach und ebenfo die rtickschreitende Zurtickleitung, wenn wir statt 
der Grosen ihre Erganzungen nehmen, nach 165 und 131 in das 
fortschreitende Flach und in die fortschreitende Zurtickleitung um. 
Seien daher P 1? Q t , R l9 A 1? B l9 ***E A die Erganzungen von P, Q, R, 
A, B,-«'E, und feien P' t , A' t , B^'—E^ die Zurtickleitungen von 
P 1? A M Bj,« • -Ei auf Qi, unter Ausschluss von R l9 fo ist nach 151 

P 1 = [A 1 B 1 ...E J ], 
und nach Beweis 1 

P' 1 = [V 1 B' 1 ...E' 1 ]. (a) 

Ferner ist nach 181 

P' = [L(PM)], P\ = [LiOMlj)] = ]L(PM)] (nach 148), 

alfo P' t = P' und ebenfo A' t = A', B\ = B'. . ., alfo (nach a) 

P = [A'B'...E'], mithin nach 151 

P' = [A'B'...E']. 
3. Seien endlich A, B,-««E zufammengefetzte Grtfsen und zwar 

A = Sa r A r , B = S0 8 B s , . . E = S<? V E V , 
wo A r , B S ,««'E V einfache Grtfsen find und feien A' r , B' s ,«««E' y die 
Zurtickleitungen von A r , B fl ,'»«Ev, fo ist 

P = [Sa r A r .S£,B s . • .Se v E v ] = Sa r &- • -£ T [A3 8 - • -E V J 

n 

= Sar/9 8 - • •€ v t > r,«,..v, wenn P riS) . . v = [ArB 8 . • -E v ] ist. 
Alfo nach 182 

P' = Sa r p a . • • e Y V\ 8 , . . . v = Sctft • • • e v [A' T B' 8 . . . E' v ] 
nach Beweis 1 und 2: und alfo nach 75 

P' = [Sa r A' r S/9 8 B' s Se v E' v ], mithin nach 182 

= [A'B' E'J. 

184. Satz. Das reine Enflach von Grdsen erster Klasse oder von 

Grdsen (n — l)ter Klasse in einem Hauptgebiete nter Stufe ist ein 
Einheitsflach diefer Giftsen. 

Beweis. Das reine Enflach von Grosen erster Klasse ist nach 164 
und 133 ein fortschreitendes, alfo nach 133 und nach 115 auch ein 
Einheitsflach, mithin ist auch das reine Enflach von beliebigen GrOsen 
erster Klasse ein Einheitsflach diefer Grdsen. Fbenfo ist auch das 
reine Enflach von Grosen (n — l)ter Klasse ein Einheitsflach diefer 
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Grosen, denn nach 151 ist es genau denfelben Gefetzen unterworfen 
'wie das Flach von Grosen erster Klasse. 

Satz. Eine Gleichung, deren Olieder Grdsen mter Klasse find, 185, 
iwird, wenn n die Stufe des Hauptgebietes ist, durch fo viel Zahl- 
gleichungen erfetzt, als es Ausgeschiede (Komplexionen ohne Wieder- 
holung) aus n Einfachen oder Elementen zur m ten Klasse giebt, und 
zwar erhalt man einen erfetzenden Verein von Gleichungen, indem 
man die gegebene Gleichung nach und nach mit den Geschiedsflachen 
(multiplikativen Kombinationen) zur (n — m) ten Klasse aus einer 
beliebigen Schar von n Grdsen erster Klasse, deren Enflach 1 ist, flacht. 

Beweis. Die gegebene Gleichung fei 

P = A+B-| 

wo P, A, B,« • • Grosen mter Klasse; es feien ferner e^* • -en Grosen 

n 

erster Klasse, deren Enflach [e A • • • -e n ] = 1 ist, und feien E b E 2 ,» • »Ey 
die Geschiedsflache zur mten Klasse aus e^'-en, und Fj, F 2 ,««-F T 
die erganzenden Geschiedsflache, d. h. die Geschiedsflache aus denfelben 
Einheiten zur (n — m) ten Klasse und zwar fo geordnet, dass 

n n n 

[EiFj] = [E 2 F 2 ] = • • = [E V F V ] = 1 fei, fo muss bewiefen werden, 
dass die obige Gleichung durch den Verein von Gleichungen erfetzt wird. 

[PF a ] - [AF«] + [BF«] + • • 
wo a die Werte von 1 bis v erhalt. Nach 108 find die Grosen 
P, A, B,« • • Vielfachenfummen von E t • • ^Ey. Nun fei 

P = n^ -| h tt v E v , A = a^ •] 1- a y E v , 

B = /^iEj -f- • • • -f- p v E v , • • • 
fo ist 

[PFa] = [S7T*E&Fa] = SrofE*F a ]. 
Aber da E* und F a , wenn s £ r ist, notwendig gleiche Einheiten 
(e„» • en) als Fache oder Faktoren enthalten, fo ist ftlr diefen Fall 

[E*F a ] = 0, alfo 

[PF a ] = 7ra[EaF«] = 7T a 

Aus gleichem Grunde ist 

[ AF«] = a*. [BF a ] = 0«, • • - . 
Gilt nun die Gleichung P = A + B-f ••, fo gilt auch die aus 
ihr durch Modlung hervorgegangene Gleichungsgruppe 

[PFa] = [AFa] + [BFa] H . 
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Gilt umgekehrt die letztere, fo hat man fllr jedes a von 1- • «v, 

nun 

wenn man Air [PF a ], [AF a ], [BF a ], • • • die gefundenen Werte fetzt, 

7T a == a fl + Pa 4 — , alfo auch 7r a E a = a a E a + 0aE a 4 

fttr jedes a von 1 bis v. Addirt man diefe I&mmtlichen Gleichungen, 
fo erh3.lt man 

BnaEa = SaaEfl -f- Sj^aEa -f" • • * > 

d. h. 

P = A + B +... 
Somit erfetzen fich die Gleichung P = A4B+" und der 

n n n 

Gleichungsverein [PF a ] = [AFa] 4" [BF a ] 4" • • gegenfeitig und ist der 

Satz alfo bewiefen. 

Befonders ist der Fall hervorzuheben, wenn A = a{Ei 4- o^a 4 ^ 

dann ist 

[AFr] = a r , 
d. h. [AFj] = a u \ AF 2 ] =s ct 2 , • • • . 
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Vierter Abschnitt der Ausdehnungslehre: 

Die Innungslehre. 



Einleitung. Wir haben in Satz 77 die innere Webung die Art der 
Webung oder Multiplikation genannt, fur welche das Zeug oder Produkt zweier 
verschiedenen Einheiten null, das Zeug oder Produkt zweier gleichen Einheiten 
eins ist, d. h. fiir welche 

E a -E$ =r und E fl -E a = E& -E 6 = 1 ist. 

Diefelben Formeln gelten aber auch, wenn man, statt zwei Einheiten innerlich 
zu verweben, das Enflach aus einer Einheit und der Erganzung einer Einheit 
nimmt; denn wie wir in Satz 186 fehen wcrden, gelten fiir die Enflache von 
Einheiten gleicher Klasse die Formeln 

[E a Ei] = und nach 128 auch fE a E a ] = £e 6 E&] = 1 

Wir werden alfo die innere Webung fo erklaren kbnnen, dass das innere Zeug 
oder Produkt zweier Einheiten auf das Enflach einer Einheit in die Erganzung 
der andern zuriickgefiihrt wird und gelten dann fiir die innere Webung alle 
iiber die Enflache gewonnenen Satze. 

13. Die Grundgefetze der Innungslehre. 

Erkl&rung. Das Innenzeug oder das innere Produkt 186. 
zweier Einheiten beliebiger Elassen ist das Enflach der ersten in 
die Erganzung der zweiten, oder 

Wenn E und F Einheiten beliebiger Klassen find, fo ist 

[EF] das Innenzeug oder das innere Produkt der Einheiten E und F. 
Das Zeichen des Innenzeuges ist ein liegendes Kreuz, z. B. ExP 
gelefen Innenzeug EF. 

Ich habe das innere Produkt ein innenzeug genannt, weil es ganz eigen- 
tiimliche, keinem andern Zeuge oder Produkte zukommende Eigenschaften befitzt 
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und daher auch einer eigenen Bcnennung bedarf, welche im Deutschen nicht 
durch cin vorgefetztes Adjektiv gewonnen werden kann. 

Da diefe Art der Multiplikation ganz eigentiimliche Gefetze hat, fo muss 
lie auch, wenn man vor Verwechfelungen ncher fein foil, ihr eigentiimlichcs 
Zcichen haben, welches ich hiermit einftihre. 

187. Satz. Das Innenzeug Oder das innere Produkt zweier gleichen 
Einheiten ist eins, das zweier verschiedenen Einheiten gleicher Klasse 

ist null, oder [ErEr] = 1, [ErEs] = 0. 

Beweis. Nach 128 ist [E r E r ] = 1. Nach 127 aber ist E s dem 
Flache aller in dem Flache Es nicht vorkommenden Einheiten erster 
Klasse gleich; da nun E r von E s verschieden ist und zugleich beide 
Flache von einer gleichen Anzahl ursprunglicher Einheiten find, fo 
enthalt E r notwendig folche Einheiten als Fache oder Faktoren, welche 

in Es fehlen, mithin in Es vorkommen; alfo ist [E r Es] nach 92 
gleich Null. 

188. Satz. Das Innenzeug oder das innere Produkt zweier Einheiten 
E und F ist dann und nur dann von Null verschieden, wenn die 
eine der andern untergeordnet ist, oder 

II mm 

Es ist [EF] = 0, wenn von E und F nicht eine der andern 

n — 

untergeordnet ; dagegen ist [EF] £ 0, wenn von E und F eine der 
andern untergeordnet ist. 

Beweis. Der Satz ist fttr Einheiten gleicher Klasse in 187 

bewiefen. Wenn ferner E und F zwei Einheiten verschiedener Klasse 

find, und zwar E von hoherer Klasse als F ist, fo fetzen wir 

ti 
F = [E 1 G], wo E, dem E untergeordnet ist, aber das Gebiet G keine 

Grose erster Klasse mit E gemein hat. Dann ist F dem E unter- 
geordnet, fofern G von nullter Klasse, d. h. eine Zahl ist. Dagegen 
nicht dem E untergeordnet, wenn G von erster oder hoherer Klasse 

ist. Es fei ferner E = [E^] und fei [E £ GE 2 H] = 1 das Zeug aller 

n ursprttnglichen Einheiten. Dann ist nach 139 das Flach [E 2 H] die 

Erganzung von F = [E 1 G], d. h. F^^G] = [E 2 H], alfo 

[EF] = [EiEaCEiG)] = [E^CEaH)]. 
Wenn nun F dem E untergeordnet ist, fo ist, wie oben gezeigt, 

G von nullter Klasse, mithin da[E 1 GE 2 H]=l auch [E^II] von 

nullter Klasse, alfo nach 156, 2 der Ausdruck [EF] = [E X E 2 (E 2 H)] 
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= [E i E 2 H.E 2 ], wo Ej und [E^H] von Null verschieden find, alfo 

auch das Zeug oder Produkt, d. h. [EF] £ 0. 

Wenn dagegen F dem E nicht untergeordnet ist, fo ist G von 
erster oder hoherer Klasse, und dann ist die Summe der Klassen von 
E l5 E 2 und H geringer als die Summe der Klassen von E 1? G, E 2 , H, 

d. h. kleiner als n, alfo nach 158 [EF] = [E^-Eil!] = 0. 

Satz. Wenn £ und F Einheiten find und [EF] £ 0, fo ist 189. 

[EFE] = F und [F~EF)] = E. 

n 

Beweis. Es fei [EFG] = 1 das Enflach aller Einheiten erster 

— n 

Klasse, fo ist E = [FG], mithin nach 156, 2 

[EFE] == [EF(FG)] = [EFGF] 
= F. 

Ferner ist dann, da [EFG] = 1 auch ~[EF] = G, mithin 
[F(EF)] = JTGJ = E. 

Satz. Wenn E, F, G Einheiten find, und weder [EF] noch 190. 
[EG] null ist, fo ist, wenn F von hdherer Klasse ist als G 

[EF"EG)] = [FG], 

wenn dagegen G von hdherer Klasse ist als F, fo ist [FE(GE)] = {FG]. 
Sind F und G von gleicher Klasse, fo find beide Formeln gultig. 

Beweis. Wenn von F und G nicht eine der andern unter- 

n n 

geordnet ist, fo find auch [EF] und [EG] nicht eine der andern unter- 
geordnet, alfo find dann nach 188 beide Seiten der zu erweifenden 
Gleichung null. 

n 

1. Wenn G dem F untergeordnet ist, fo fei F = [GH]. Dann ist 
[EF~EG)] = [EGH(EG)] = H (1 89) 

= [GHG] (189) 

= [FG]. 

n 

2. Wenn F dem G untergeordnet ist, fo fei G = [HFJ. Dann ist 
[FETgE)] = [FETHFE)] = I ( i 89) 

= [FTHF)] (189) 

= [FG]. 
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Wenn F und G von gleicher Klasse find, und wenn dabei jede 
der andern untergeordnet ist, fo mttssen beide zufammenfallen, mithin 
ist nach 107 fowohl G dem F, als F dem G untergeordnet, und es 
gelten mithin beide Formeln. 

191. Satz. Das Innenzeug oder das innere Produkt zweier beliebigen 
Grdsen ist gleich dem Enflache der ersten in die Erganzung der 
zweiten, oder 

Es ist AxB = [AB]. 

Beweis. Es feien A^'-An die Einheiten, deren Vielfachen- 
fumme A, und feien Bj,- • • -B m die Einheiten, deren Vielfachenfumme B. 

Es fei A = c^Ai + • • • + a n A n und B = faB^ -f • • • + /? m B m , wo 
A^'An die Einheiten, deren Vielfachenfumme A ist und ebenfo 
Bx'-'Bm die Einheiten, deren Vielfachenfumme B ist und bezeichne 
A X B in diefem Satze das Innenzeug oder das innere Produkt, fo ist 

AxB=(a 1 A l + • • +a n A n )X(iS 1 B 1 -\ + £ m B m )=Sa«#>(A a xB0 (74), 

wo fich die Summe auf die Werte 1,- -n fiir a und auf 1,- • -m fur b 

bezieht. Da nun A a und B a Einheiten find, fo ist nach 186 A a X B& 

ii — 
= [A fl B&], mithin ist 

A x B = Sa«0&[AaB&] = [SaaA«S^Bb] (74) 

= [ AS^B*] = [ A7S£&Bs)] (1 50) 

= [AB]. 

192. Satz. Wenn a und ft die Klassen von A und B find und 

a <! jS ist, fo ist 

[AB] = (— 1)«V - l "lBAl oder 

Es ist [AB] der Erganzung von [BA] gleich, nur wenn die 
Klasse von A ungerade und zugleich die von B gerade ist, dann ist 

[AB] der Erganzung von [BA] entgegengefetzt. 
Beweis. Es ist 

~[BA] = [BA] (147) 

= (_-l)«(n-«p. A J (13 2) 

= (— l)«( n - «>(— l)«( n - /?)[ AB] (89) 

= (— l)«< 2n -«-/»[ AB]. 

n 

Es ist aber (2n — a — /?) deckend mit a(($ — a) oder deckend 
mit a(/? — 1), da a 2 mit a gleichzeitig gerade oder ungerade ist, 
mithin ist 
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""FbA] = (— l)«V-i)[AB], Oder auch 

[AB] = (— 1)«V - l "[BA]. 

Durch den fo eben erwiefenen Satz kann man den Fall, wo das zweite 
Facli eines inneren Zeuges oder Produktes von hoherer Klasse ist als das erste, 
immer auf den andern Fall zuruckfuhren, wo das erste Fach von hGherer Klasse 
ist als das zweite. Diefen letztern Fall legen wir daher in der Kegel der Be- 
trachtung zu Grunde. 

Satz. Die Klasse des Innenzeuges oder innern. Produktes, dessen 193. 
beide Fache oder Faktoren nach der Reihe die Klassen a und 
Jiaben, wahrend die Stufe des Hauptgebietes n betrftgt, ist, wenn 
ft > a ist, gleich a + n — 0, dagegen, wenn § < a ist, gleich a — /?. 

Beweis. Es feien A und B die beiden Fache oder Faktoren, 
deren Klassen beziehlich a und /? find, fo ist die Klasse von B 
gleich n — /?. 

Wenn demnach § > « ist, fo ist auch n groser als a -\- n — §; 
d. h. die Summe der Klassen von A und B ist kleiner als die Stufe 

n — 

des Hauptgebietes, alfo ist nach 133 die Klasse des Flaches [AB] 
gleich jener Summe, d. h. gleich a -\- n — /?. 

Wenn dagegen § < a ist, fo ist auch n eben fo gros oder kleiner 
als a -j- n — /?, d. h. die Summe der Klassen von A und B ist eben 

fo gros oder groser als n, alfo nach 145 die Klasse des Flaches [AB] 
um n kleiner als jene Summe, d. h. gleich a — £. 

Satz. Die Anzahl der Einheiten, deren Vielfachenfumme ein 194. 
Innenzeug oder inneres Produkt ist, ist gleich der Anzahl der Ge- 
schiede axis fo viel Einheiten, als die Stufenzahl des Hauptgebietes, 
and znr fo vielten Klasse, als der Unterschied der Klassen der beiden 
Fache oder Faktoren betragt. 

Beweis. Nach 193 ist die Klasse des innern Zeuges oder Pro- 
duktes entweder gleich n + a — £, oder gleich a — £, je nachdem £ 
groser als a ist, oder nicht. Die Einheiten von gleicher Klasse find 
iuu ersten Falle die Geschiedsflache aus den n Einheiten erster Klasse 
zur (n + a — £) ten, im zweiten zur (a — j?) ten Klasse. Aber die 
Anzahl der Geschiede aus n Einfachen zur (n 4- a — jS) ten Klasse ist 
nach Zahlenlehre 390 gleich der Anzahl der Geschiede aus n Ein- 
fachen zur (/? — a) ten Klasse.*) Die Klassenzahl ist dann im ersten 



P' 



Nach Zahlenlehre 390 ist p«* = ~ !( * m)< = P #p ~ m . 

B. Grassraann, Ausdehnungslehre. < 
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Falle ft — a, im zweiten Falle ist fie a — /?, in beiden Fallen alfo den 
Unterschieden von a und p gleich. 

195. Satz. Das Innenzeng oder innere Produkt zweier Gt6sen gleicher 
Klasse ist eine Zahl and zwar 

Wenn £ A • • -Em fammtlich Einheiten von ater Klasse find, fo ist 

[((ZlEj -)-•••+ (XmEm) (j^jEj -f" • • • -J- /5mEm)J =S= &iPl ~h * * * ~f" Gmj9m. 

Beweis. Der Unterschied der Klassen ist in diefem Falle null, 
alfo das Zeug nach 194 nullter Klasse, d. li. eine Zahl. Und zwar, 
wenn wir 
ttxEi 4 h «mE m = S ctaEfl und p^ -\ [- /? m E m = 8 /fclit fetzen, 

fo ist 

T/ S aaEaUS^E^l = SaaMEaEb] (nach 74). 

Nun ist nach 187 das Zeug [E a E&], wenn a und b verschieden find, 
gleich null, und wenn a und b gleich ist, gleich 1, mithin wird das 
obige Zeug = 8a a pa = a x p t + • — h ctmpm. 

196. Satz. Wenn E,,- -E ra Einheiten von beliebiger, aber von gleicher 
Klasse find, fo ist 

[((XiEi + * ' + (XmEm)(j5iE 1 -J- • • • + /?mEm)] = CCj /9 A -f- • • • 4" Gmj9ra. 

Beweis. Esfeia 1 E 1 + . - •+a m E m mit Sa r E P , und p i E l + - .+/9 m Em 
mit S/?sEs bezeichnet, fo ist 

[(SarEr)" S/JsEs)] = Sa^ErEs] ( 74) . 

Nun ist nach 187 das Zeug [E r Es] gleich null, wenn E r und Eg 
verschiedene Einheiten find und gleich eins, wenn r gleich s ist, fomit 
wird der gewonnene Ausdruck 

= 8(Xrpr = dipt ~\~ • • * 4" ttmj^m. 

197. Satz. Die beiden Fache eines Innenzeuges (die beiden Faktoren 
eines inneren Produktes) find vertauschbar, wenn fie von gleicher 
Klasse find, oder 

[AB] = [BA], wenn A und B von gleicher Klasse find. 
Beweis. Es mogen E^^-Em die Einheiten darstellen, welche 
mit A und B von gleicher Klasse find und fei A = Sa a E a , B = S0&E&, 
fo ist nach 195 



n _ 



[AB] = S(X«j?a — Spatta = [BA]. 

198. Erklarung. Das Innenquader oder das innere Quadrat einer 

n — 

OrOse A heist das Enflach [AA], 
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Das Zeichen des Innenquaders von A ist A- gelefen Innen- 
quader von A. 

Satz. Das Innenquader jeder Grdse ist eine Zahl und zwar ist 199. 

(c^E, H f- a m Em)- = a? H h «m. 

Beweis. (c^E! + • • • + ctmEm)- 

= tCaiE! -i + amEm) (Jt^ + - . +ctmE m )] (198) 

= aia t + • • • + «m«m (197). 

Erklftrung. Der Zahlwert (numerische Wert) einer Grdse A 200. 

heist die 2 te Tiefe (die positive ftuaderwurzel) ans dem Innenquader 

diefer Grdse. Zahlwertig gleich (numerisch gleich) heisen zwei 

Grdsen von gleichem Zahlwerte, d. h. deren Innenquader gleioh find. 

Diefe Erklarung stimmt mit den in der Zahlenlehre bei den Zahlen und 
bei den WinkelgrSsen (imaginaren Grosen) gegebenen Erklarungcn; denn der 

Va 
Zahlwert von -|- a und — a ist dort als (+ a 2 ) = a und der von a + ib als 

(a 2 -f- b 2 ) erklart. In der Raumlehre ist entsprechend der Zahlwert einer Linie 
die Lange derfelben gemessen durch die Langeneinheit, u. f. w. 

14. Normverein und Kreifelanderung. 

Erkl&rung. Normig zu einander heisen zwei von Null 201. 
verschiedene Grdsen, deren Innenzeug oder inneres Frodukt null ist. 
Zwei Oebiete heisen normig zu einander, wenn ihre Teile es find. 

Allfeitig normig zu einander heisen zwei Gebiete, wenn jede 
Grdse erster Klasse, die dem einen Gebiete angehdrt, zu jeder, die 
dem andern angehdrt, normig ist; und allfeitig normig zu einander 
heisen zwei Grdsen, wenn ihre Gebiete es find. 

Nimmt man in dem Raume die urspriinglichen Einheiten als gleich lange zu 
einander fenkrechte Strecken an, wie dies stets geschehen muss, fo zeigt fich 
leicht, dass das innere Zeug oder Produkt zweier Strecken dann und nur dann 
null ist, wenn diefe Strecken fenkrecht zu einander find. 

Erklarung. Ein Normverein (ein Normalfystem) nter202. 
Stufe heist ein Verein von n zahlwertig gleichen (von Null ver- 
schiedenen) Grdsen erster Elasse, von denen jede zu jeder normig ist. 

Ein vollstandiger Normverein heist er, wenn n zugleich die 
Stufe des Hauptgebietes ist. Der Zahlwert jener n Grdsen heist zu- 
gleich der Zahlwert des Normvereins. 

Einfach heist der Normverein, dessen Zahlwert 1 ist. 

Im Raume bilden z. B. drei gleichlange ^und gegen einander fenkrechte 

Strecken einen Normverein. 

«7# 
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203. 8a tz. Der Verein der ursprnngliohen Einheiten enter Klasse 
ist ein vollstandiger Normverein vom Zahlwerte 1. 

Beweis. Es feien e l9 >**«eii die ursprtinglichen Einheiten, fo ist 
nach 187 

l = ei 2=...= en^ 

= ^62]= . 

204. Erkl&rung. Eine Kreifelanderung heist jede TJmgestaltung 
eines Vereins, durch welche 2 Grbsen a and b des Vereins fich be- 
ziehlich in xa + yb und in + (xb — ya) verwandeln, wo x 2 + y 2 =l ist. 

Die Kreifelanderung heist eine Plus&nderung (eine pofitive), 
wenn a and b fich in xa -f yh und + (xb — ya) verwandeln, eine 
Strich&nderung (eine negative), wenn a und b fich in xa -f yh 
und — (xb — ya) verwandeln. 

Wenn hierbei x = cosa und y = sina ist, und a und b zahl- 
wertig gleieh und zu einander normig find, fo fagt man, der Verein 
habe fich von a nach b hin urn den Winkel a ge&ndert. 

Wenn im Raume a und b zwei gleichlange und zu einander fenkrechte 
Strecken darstellen, fo fieht man leicht, dass durch die Kreifelanderung, durch 
welche a in a t ^acosa-j-bsina, b in bi=bcosa — a sin a iibergeht, ai und 
b 4 von derfelben Lange find wie a und b und gegen einander fenkrecht bleiben. 
Es bleiben alfo a und b bei jener Aenderung normige oder fenkrechte Halb- 
messer eines festen Kreifes. Und ist der Winkel von a bis a 4 gleieh a. Sind 
dagegen a und b beliebige Strecken, fo werden ax und bj normige Halbmesser 
einer bestimmten Ellipse, in welcher auch a und b normige Halbmesser find. 

205. Satz. Jeder Normverein geht durch Kreifelanderung in einen 
zahlwertig gleichen Normverein uber. 

Beweis. Es feien a, b, c,«»« die Grosen eines Normvereins, 

d. h. nach 201, es fei ai=bl= <£ = ... und fei = [ab]==[ac] 

n — 

=[bc]= • • • . Nun andere fich durch Kreifelanderung a in aj =xa -f- yb 
und b in b t = xb — ya, wo x 2 + y 2 = 1 ist, fo ist zu zeigen, dass 
aj, bi, c,--« einen Normverein bilden, in welchem a 1 - = al ist. Es 

ist, da [ab] = ist, 

a x 2 = (xa + yb) 2 = x 2 a£ + y 2 b^ d. h. da b 2 = a 2 

= (x2 + ysja 2 , d. h. da x 2 + y 2 = 1 



a— • 



n — 



A us gleichem Grunde ist b! 2 = a£. Ferner ist, da [ab] = 

f *i M = [(xa + yb)"xb — ya)] = xy (b 2 — a 2 ), 

d. h. da b 2 = ai 
= 0. 
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Endlich ist 

[ ai c] = [(xa + ybjc] = x[a"c J -f y[bc ], 
und dies gleich Null, weil [a"c] und [be] = find. Aus gleichem 

n — 

Grunde ist [biC] = u. f. w. Folglich ist der Verein a„ bj, c,.«- 
ein Normverein, dessen Zahlwert gleich dem des gegebenen ist, da 
a t - = a^. 

Satz. Das Enflach der Grtsen eines Normvereins bleibt bei der 206. 
Kreifelanderung des Vereins unver&ndert, wenn die Aendernng eine 
Plusanderung (pofitiv) ist, erhalt dagegen den entgegengefetzten Wert, 
-wenn die Aendernng eine Strichanderung (negativ) ist. 

Beweis. Es gehe a durch Kreifelanderung in atsxa + yb, 
b in bi = xb ■— ya ttber, wo x 2 + y 2 = 1 i gt ; f° wird 

ti n n n 

[ a ibj] = [(xa + yb)(xb — ya)] und dies, da [aa], [bb] nach 92 null find, 

u n n n 

= x 2 [ab] — y 2 [ba] und dies, da [ba] == — [ab] 

= (x 2 + y 2 )[ab] (nach 88) 

= [ab], da x 2 + y 2 = l. 

n n n 

Alfo [atbi] = [ab]. Kommen nun zu den gleichen Flachen [ab] 

n 

und [atbj noch an den entsprechenden Stellen gleiche Fache oder 
Faktoren hinzu, fo bleiben die Flache gleich. 
Bei der Strichanderung wird 

[ajbj] = — [(xa + yb)(xb — ya)], mithin = — [ab] und wird alfo 
das Flach entgegengefetzt, mithin bewiefen. 

Satz. Die Ordsen eines Normvereins find gegenfeitig frei nnd 207. 
jede Ordse erster Klasse lasst fich als Vielfachenfumme der Ordsen 
eines beliebigen vollstandigen Normvereins darstellen. 

Beweis. 1. Es feien a, b, c,-»- Grosen eines Normvereins. 
Gefetzt nun, es feien diefelben nicht gegenfeitig frei, fondern lasse fich 
die eine als Vielfachenfumme der andern darstellen, etwa 

a = jSb + Y G 4* • • • ) 
fo webe oder multiplizire man beide Seiten innerlich mit a, fo wird 

n — n — 

a 2 - = /S[ba] + /[ ca ] + • • • . 

Hier ist [ba], [c a], • • • null nach 201. Alfo ware al = 0, im Wider- 
spruche mit 202. Es lasst fich alfo keine der Grosen a, b, c, • • • als 
Vielfachenfumme der ilbrigen darstellen, d. h. nach 9 fie find gegen- 
feitig frei 
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2. Ein vollstandiger Normverein in einem Hauptgebiete nter 
Stufe besteht nach 202 aus n Grosen, und da diefe nach Beweis 1 
gegenfeitig frei find, fo kann nach 20 jede Grose erster Stufe, da fie 
immer dem Hauptgebiete angehoren muss, als Vielfachenfumme der 
n Grosen dargestellt werden. 
208. Satz. Wenn eine Grdse A zu mehren Grosen gleicher Stufe 

B, C, • • normig ist, fo ist fie auch zu jeder Grdse normig, welche eine 
Vielfachenfumme derfelben ist. 

Beweis. Wenn A zu B, C,« • • normig ist, fo ist nach 201 

= [AB] = [AC] = .... 

Alfo ist auch 



n — n 



[A(/?B + yC + • .}] = flAB] + y[ACJ + . . • (74) 

= 0. 

209. Satz. Alle Grdsen erster Klasse, welche zu m Grosen eines 
vollstandigen Normvereins nter Stufe normig find, gehdren dem Ge- 
biete der n — m ubrigen Grdsen des Vereines an. 

Beweis. Es fei der Verein a l9 a n ein vollstandiger Norm- 
verein, und feien m feiner Grosen, etwa a l5 « • «a m zu irgend einer Grose 
erster Klasse c normig, fo ist zu zeigen , dass c dem Gebiete 
a m + i,« • «an angehort. Nach 207 lasst sich c als eine Vielfachenfumme 
der Grosen des vollstandigen Normvereins a l9 ***an darstellen. 
c = ai&i +••••+ a n a n . 

Hier ist, da c zu a 4 normig ist, nach 201 

n — n — n «■ 

= [a A c] = a x ^ -f- a 2 [ a i a 2 ] + ' • • + a n[ a i a *J 
• (Xja^— . 
Da nun a x - nach 202 nicht null ist, fo folgt aus der Gleichung 
a^i- = 0, dass a L = ist. Auf gleiche Weife folgt, dass auch 
a 2 }'*' #am null find. Folglich ist 

c = a m -f 1 a m + 1 "I" • # • ' .4" #na D , 

d. h. c gehort dem Gebiete a m _j_ 1 -«..a n an. 

210. Satz. Jeder Normverein kann durch fortgefetzte Kreifel&nderung 
fo umgewandelt werden, dass eine feiner Grdsen einer beliebig ge- 
gebenen Grdse erster Klasse aus dem Gebiete des Vereines gleich 
wird, fofern der Zahlwert der Grdse dem des Normvereins gleich ist. 

Beweis. Es feien &!,• • • «a n die Grosen des gegebenen Norm- 
vereins, und fei c die gegebene Grose, deren Zahlwert gleich a t ist, 
auch fei 

c = c^ax -{-...-{- a a a n . 
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Man wandle nun a, und a^ durch Kreifelanderung nach 204 fo 
um, dass a x in 

C«l + at) '' 

1/, 

tibergeht. Dana ist a^ -f- 0%^ = (a\ + «1) ty> alfo 

c = («1 + a?) <* + «3 a 3 H h «na n . 

Darauf wandle man Cj und a*, durch Kreifelanderung fo urn, 
dass c a in 

_ («i + «1) ^ + q 8 a 3 

(a! + al + al) 1 ' 1 
Ubergeht. Dann ist 

c = (a\ -f a\ + al) c 3 + a 4 a 4 -| (- a n a n . 

In diefer Weife fahre man fort, bis 

c = (a\ + a\ H f- aj) c n wird. 

Nun ist nach der Bedingung des Satzes c zahlwertig gleich mit a t , 
alfo nach 200 

a^ = cl = (a^ -f- • • • + «na n )- 

und da [ajaj, [a^J u. f. w. nach 187 gleich Null find, 

^1 = aja^ + • — |- ana n - 
und da nach 201 auch a t - = a 2 - = « • •= a n - ist, fo wird 

aji = (ai H \- al)^! oder al H 1- a n = 1, 

mithin c = c n , 

d. h. es ist durch fortgefetzte Kreifelanderung a t in c t , C2,*«c n = c 

verwandelt. 

Satz. Zwei Normvereine gleichen Zahlwertes, deren Gebiete 211. 
eines dem andern gleich oder untergeordnet ist, kdnnen durch fort- 
gefetzte Kreifelanderung fo nmgewandelt werden, dass, wenn fie von 
gleicher Stnfe find, das eine in das andere ubergeht, wenn fie von 
nngleioher Stnfe find, das hoherer Stnfe die Grosen des andern enthalt. 

Beweis. Es feien a M a^, a 3 ,*»* und b i9 b*, b 8 ,**< zwei Norm- 
vereine gleichen Zahlwertes, auch fei das Gebiet b t , b*, b 3 , • • • entweder 
von gleicher oder hftherer Stufe als das von a A , a2, a 3 ,« • •, fo mtlssen 
nach 52 alle Grflsen a x , a^, a^,* • • dem Gebiete bi, b 2 , b 3 ,« • • angehSren. 
Somit kann man nach 210 den Normverein b t , b a , b 3 ,« • • durch Kreifel- 
anderung To umwandeln, dass eine feiner Grosen = aj wird. Der 
hierdurch erzeugte Normverein bestehe aus deri Grosen a l5 Cj, c^,* • •. 
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Da nun a 2 , %,• • •, als Grosen des Normvereins a t , a 2 , a 3 ,- • •, zu S4, 
alfo zu einer Grose des Normvereins a l9 c 2 , c 3 , • •• normig find, fo 
mUssen Cie nach 209 dem Gebiete der ttbrigen Grosen diefes Vereines, 
d. h. dem Gebiete c 2 ,c 3 ,»««» angehoren. Demnach kann man wieder 
den Verein c 2 , c 3 ,»-« durch Kreifelanderung fo umwandeln, dass eine 
feiner Grosen = a 2 wird. Der hierdurch erzeugte Norm verein bestehe 
aus den Grosen a^ d 3 , d 4 ,» • •, fo milssen wieder aus demfelben Grunde, 
wie vorher, a 3 , a 4 ,« • • dem Gebiete d 3 , d 4 , • • • angehoren. Der Norm- 
verein b^b*, b 3 , b 4 ,« • • ist dann durch Kreifelanderungen tibergegangeri 
in a 1? a 2 , d 3 , d 4 , • • •. 80 kann man, wenn der Verein b t , b 2 ,- • • von 
hoherer Stufe ist als a M a 2 ,'-», fortfahren, bis der zuletzt hervor- 
gehende Verein alle Grosen des gegebenen Vereines aj, a^ a 3 ,» • • 
enthfilt. Sind beide Vereine von gleicher Stufe, fo kann man fort- 
fahren, bis der Verein alle Grosen des Vereins a l5 a^ a 3 ,« • •, mit 
Ausnahme des letzten, enthalt. Diefe letzte Grose fei a n , und fei der 
fo hervorgehende Norm verein a l5 a 2 ,« ^an—i, q, fo muss nach der 
angewandten Schlussfolge an dem Gebiete q angehoren, d. h. beide 
mttssen in einer Zahlbeziehung zu einander stehen. Ist nun q = /?a n , 
wo § eine Zahl ist, fo ist, da beide im Zahlwerte einander gleieh 
find, ql = a n -, alfo /S 2 = 1, fomit q = + an. Wenn nun q = — a n 
ist, fo hat man nur statt der letzten Kreifelanderung die entgegen- 
gefetzte zu nehmen, fo ist dann auch q = a n , mithin ist dann der 
eine der gegebenen Normvereine in den andern durch Kreifelanderung 
ttbergegangen. 
212. Satz. In jedem Gebiete mter Stufe kann man einen Norm- 

verein gleicher Stufe von beliebigem Zahlwerte aufstellen und zwar 
fo, dass diefer Verein Teil eines vollst&ndigen Normvereins ist. 

Beweis. Das Gebiet der ursprttnglichen Einheiten ei, e 2 ,««*e n 
fei das Hauptgebiet. Der Verein diefer Einheiten ist nach 203 ein 
vollstandiger Normverein vom Zahlwerte 1. In dem Gebiete mter 
Stufe A innerhalb des Hauptgebietes fei nun a x eine Gr5se erster 
Klasse vom Zahlwerte 1. Nach 210 kann nun jener vollstandige 
Normverein durch Kreifelanderung fo umgewandelt werden, dass ai 
eine der Grosen des hervorgehenden Normvereins wird. Dann ist a^ 
zu den n — 1 ttbrigen Grdsen diefes Normvereins, alfo nach 208 
auch zu jeder Grose ihres Gebietes A t normig. Dies Gebiet ist 
von (n — l)ter Stufe und hat alfo mit dem Gebiete mter Stufe A 
nach 31 ein Gebiet gemein, dessen Stufenzahl n — 1 + m — n==m — 1 
ist. Es fei in diefem gemeinschaftlichen Gebiete wieder a 2 eine Grose 
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erster Klasse vom Zahlwerte 1. Da a^ alfo auch dem Gebiete A x 
angehort, fo ist fie nacb dem obigen zu a t normig, aber auch, da 
beide gleich 1 find, mit a 4 im Zahlwerte gleich, alfo bilden a 4 und a 2 
einen Normverein vom Zahlwerte 1. Alfo lasst lich nach 209 der 
vollstandige Normverein ei,***en in einen andern Normverein um- 
wandeln, welcher a t und a* enthalt. Das Gebiet A 2 der ttbrigen 
n — 2 Grosen diefes Normverein** ist von (n — 2) ter Stufe, und alle 
Grosen erster Klasse, die diefem Gebiete angehoren, find normig zu 
a t und a 2 . Nun haben A und A 2 ein Gebiet m — 2 ter Stufe gemein- 
in ihm fei a 3 eine beliebige Grose erster Klasse vom Zahlwerte 1, fo 
hat man schon einen Normverein von drei Grosen a 1? a 2 , a3 in A, 
und fo kann man fortfahren. Hat man fo in A einen Normverein 
von (m — 1) Grosen a^-'-am^! erhalten, fo enthalt der vollstandige 
Normverein, zu dem er gehort, auserdem noch n — m -f 1 Grtisen, 
d. h. ihr Gebiet, welches A m _ 1 heise, ist von (n — m + l)ter Stufe, 
hat alfo mit dem Gebiete mter Stufe A noch ein Gebiet gemein, 
dessen Stufenzahl n — m + l + m — n = 1 ist. Es fei a m eine Grfise 
erster Klasse diefes Gebietes vom Zahlwerte 1, fo ist a m , da es in 

A m _i liegt, zu a,,« • • •a m _ 1 normig und a b a m bilden alfo einen 

Normverein m ter Stufe in dem Gebiete m ter Stufe A. Diefem Norm- 
vereine kann man dadurch, dass man alle feine Grflsen mit einer und 
derfelben beliebigen Zahl vervielfaeht, jeden beliebigen Zahlwert geben. 

15. Die normige Zuruckleitung. 

Erklarung. Die normige Zuruckleitung A' einer Grose A 213. 
auf ein Gebiet B heist die Zuruckleitung der Grose A auf das 
Gebiet B, nnter Ausschluss des zn B erganzenden Gebietes (Vergl. 
28 und 179). 

In der Raumlehre ist die fenkrechte Ahschattung oder Projektion die 
normige Zuruckleitung. Sei z. B. a, b, c ein vollstandiger Normverein und 
p = aa -}- /9b -f- ye, eine beliebige Grftse des Hauptgebietes, fo ist die normige 
Zuruckleitung der Grose p auf das Gebiet be gleich fib -{- yc, die auf das Gebiet 
c gleich ye. 

Satz. Die normige Zuruckleitung A' einer Grdse A auf ein 214. 
Gebiet B ist 

A , _ [B ' CA 8 )] und fte igt a' = p • (AB)], wenn Bl = 1. 
B— 

Beweis. Nach 213 ist A' die Zurttckleitung von A auf B, unter 
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Ausschluss des zu B erganzenden Gebietes, d. h. des Gebietes B. Wird 
B mit C bezeichnet, fo ist nach 181 

A'= frf AC)3 , alfo = fB.(AB)3 = g B .(AB)] 
[BC] ' [BB] B^ 

215. Sata. Wenn die Klasse von A gleich der von B ist, to ist die 
Zuruckleitang 

A' = l^p, and fie ist A' = [ABB], wenn B^ = 1. 

B— 

Beweis. Wenn A und B gleicher Klasse find, fo ist nach 167 

[AB] eine Zahl und kann alfo statt [B»(AB)] geschrieben werden [ABB]. 

216. Sate. Die Erganzung des Enflaches A von m Grdsen eines 
vollstandigen Normvereins vom Zahlwerte eins ist, wenn die n ein- 

fachen Fache (Faktoren) von [AB] die n Grdsen des Normvereins 
find, dem Enflache der (n — m) tibrigen Grttsen des Vereins gleich 

n 

oder entgegengefetzt, je nachdem [AB] = + 1 oder = ■— 1 ist, 
d. h. es ist 

A = [ABB]. 

Beweis. 1. Fur den Verein der ursprunglichen Einheiten ist 
diefe Formel in 138 als Erklarung festgefetzt. 

2. Es ist nun noch zu beweifen, dass, wenn diefe Formel fllr 

* 

M. 13 

irgend einen Norm verein a, b, c,* • • gilt, fo dass A = [ABB], fie auch 
fUr jeden aus ihm durch Kreifelanderung hervorgehenden Norm verein 
gilt. Es gehe nun durch Kreifelanderung a in a t = xa + yb, b in 
bi =xb ~> ya ilber und verwandle fich A in A l5 B in Bj ; fo ist zu 

zeigen, dass auch A t = [A 1 B 1 B 1 ] fei. Da nun A und B nach dem 
Satze zufammen alle Grosen a, b, • • • des Normvereins und zwar 
fowohl A als B jede diefer GrSsen nur einmal enthalten follen, fo 
kommen a und b entweder beide in A, oder beide in B, oder eine 
in A und die andere in B vor. Wir haben nun schon in 206 bewiefen, 

n n 

dass das Enflach [ajbj bei diefer Aenderung gleich [ab] bleibt; fomit 
bleibt in den beiden ersten Fallen fowohl A als B unverandert, alfo 
bleibt dann auch die obige Gleichung, die nur A und B enthalt, bestehen. 
Im dritten Falle * fei a in A enthalten, b in B, und fei A' die 
Grtfse, die aus A hervorgeht, wenn man darin b statt a fetzt, und B' 
#ie Gr6se > welche aus B hervorgeht, wenn man darin a statt b fetzt. 
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Dann unterscheiden fich die Flache [A'B'] und [AB] nur durch gegen- 
feitige Vertauschung der beiden einfachen Fache a und b, folglich ist 

n n 

dann nach 88 [A'B'] = — [AB]. Ferner ist dann 

A, = xA + yA', B t = xB — yB', 
folglich nach 151 

li = xA + yA' 
Da nun A und A' nur Grosen des Normvereins a, b, ••• als 
einfache Fache oder Faktoren enthalten, und B und B' die jedesmal 
ilbrigen, fo gilt (nach der Annahme) ftir fie die obige Gleichung, 
d. h. es ist 



— n 



A = [ABB], A' = [A'B'B'], 
und da [A'B'] = - [AB], auch A' = — [ABB'], mithin 

A, = x[ABB] — yfABB'] = [AB(xB — yB')] = I ABB,]. 

n n 

Endlich ist nach 206 [AjBJ = [AB], indem die einfachen Fache 

n n 

von [AjBJ aus denen von [AB] durch pofitive Kreifelanderung hervor- 
gehen. Alfo ist 

I t = [A 1 B 1 B 1 J, 
d. h. wenn die Gleichung fUr irgend einen Normverein gilt, fo gilt fie 
auch ftir jeden daraus durch pofitive Kreifelanderung hervorgehenden, 
und ebenfo auch ftir jeden daraus durch negative Aenderung hervor- 
gehenden. Denn nach 204 wird die pofitive Kreifelanderung in eine 
negative verwandelt, wenn man das Vorzeichen von b t andert, dann 
andert fich auch das Vorzeichen von B u wobei die gefundene Gleichung 
bestehen bleibt. Alfo bleibt die Gleichung tiberhaupt bei jeder Kreifel- 
anderung des Normvereins bestehen, wenn fie filr irgend einen Norm- 
verein gilt. Nach Beweis 1 gilt fie aber filr den Normverein der 
ursprilnglichen Einheiten, alfo nun auch ftir jeden daraus durch Kreifel- 
anderung abgeleiteten Verein. Nach 211 kann man aber jeden Norm- 
verein des Zahlwertes 1 aus jenem ableiten, alfo gilt die Gleichung 
fur jeden Normverein vom Zahlwerte 1. 

Satz. AUe bisher aufgestellten Satze behalten ihre Geltung, 217. 
wenn man statt des Vereins der ursprilnglichen Einheiten einen 
beliebigen vollstandigen Normverein mit dem Zahlwerte Eins fetzt. 

Beweis. Alle in den ersten beiden Abschnitten entwickelten 
Rechnungsgefetze gelten nach 160 auch dann noch, wenn man statt 
der n ursprilnglichen Einheiten beliebige n Grdsen fetzt, welche Viel- 
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fachenfummen derfelben find und deren Flach 1 ist, alfo auch, wenn 

man die Grosen eines vollstandigen Normvereins einfetzt. Ferner gil^ 

nach 216 der Begriff der Erganzung wie er in 128 in Bezug auf den 

Verein der ursprllnglichen Einheiten aufgestellt ist, auch in Bezug auf 

jeden Normverein mit dem Zahlwerte Eins. Aber auf diefem Begriff 

der Erganzung und den in den ersten beiden Abschnitten entwickelten 

Reehnungsgefetzen beruhen alle Satze der Innungslehre, wie lie bisher 

entwickelt worden find. Alfo gelten diefe Satze noch, wenn man 

statt des Vereins der ursprttnglichen Einheiten einen Normverein mit 

dem Zahlwerte eins fetzt. 

Der Begriff des Innenzeuges ist alfo nicht mehr an den Verein der ursprttng- 
lichen Einheiten gekniipft, man kann vielmehr statt jenes Vereins einen beliebigen 
Normverein vom Zahlwerte eins fetzen, ohne dass irgend einer der bisher auf- 
gestellten Satze eine Aenderung erleidet. Es ist alfo der Begriff des Innenzeuges 
oder des inneren Produktes nur noch an den Begriff des Normvereins gekniipft, 
und diefer tritt daher in den spater folgenden Entwickelungen statt des Vereins 
der ursprttnglichen Einheiten hervor. 

218. Sat 2. Die Bedingungsgleichungen far die innere Webnng zweier 

Ortisen erster Klasse And 



B — 



[e r e 8 ] = 0, wenn r £ s, und [e r er] = [e«e«] = • • • = 1, 
und zwar gelten diefelben auch, wenn man statt der Einheiten 
e t , e 2 ,« • -e n einen beliebigen vollstandigen Normverein fetzt. 

Beweis. Die Geltung der beiden Gleichungsgruppen fllr die 
Einheiten ist in 187 bewiefen. Alfo gelten fie nach 217 auch flir 
jeden einfachen vollstandigen Normverein von dem Zahlwerte eins. 
Sie gelten aber auch fur jeden beliebigen vollstandigen Normverein 
vom Zahlwerte L Denn find a, b, zwei Grosen desfelben und ist X 
der Zahlwert des Normvereins, fo dass a = Aa', b = XV gefetzt werden 

n. — 

kann, wo a' und b' den Zahlwert 1 haben, fo ist [a'b'] = 0, alfo 

n — n — n ^ n — n — 

auch [Aa'/lb'] = 0, d. h. [ab] = 0und [a'a] = l, alfo [aa] = [Aa'Aa'J 

= #[a'a']==;i*. Ebenfo [bb] = ;i», alfo [aa] = [bb]. Die beiden 
obigen Gruppen von Gleichungen enthalten aber auch die vollstandigen 
Bestimmungsgleichungen, d. h. es herrscht zwischen den Zeugen oder 

Produkten [eresj keine andere Zahlbeziehung, als eine aus jenen beiden 
Gruppen ableitbare. Es lassen fich nftmlich vermOge der beiden 

n — 

Gruppen alle Zeuge oder Produkte [eresj, fofern r gleich s ist, gleich 

| e i e i3 fetzen, w&hrend fie verschwinden, fobald r von s verschieden 
ist. Hat man alfo irgend eine Bedingungsgleichung 
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n — 



fo verwandelt fie fich in 

n — 
Sfl^rfaeJssO, 

n — 

alfo, da [exej gleich 1 ist, in 

Sce r , r = 0. 
Ist aber letzteres der Fall, fo geht die Gleichung 

Sar,sK e s] = ° 
schon aus den obigen beiden Gruppen hervor, Torn it enthalten jene 

beiden Gruppen die vollstftndigen Bestimmungsgleicbungen. 

Fttr die innere Webung oder Multiplikation zweier beliebiger Grcteen von 
den Stufen p und q (q ^> p) find die Bestimmungsgleicbungen in den beiden 
Gleichungsgruppen enthalten : 

n — 

[EF] = 0\ wenn E und F eine der andern nicht gleich oder untergeordnet 
[EEG] = [E'E'G], wo E, F, G, E' Flache der urspriinglichen Einheiten 

n n 

find, E, E' von pter, F, [EG] und [E'G] von qter Klasse ungleich null find. 



n — n 



Satz. [ab]==[ba]. 219. 

Beweis. Unmittelbar aus 197. 

Satz. [(a&i + 02a 2 4 HPi*i + fr a 2 -f • •)] 220. 

wenn a t , a 2 ,« • • • zn einander normig find. 

n — 

Beweis. Es ist [c^aj -f a 2 a 2 + • •) (£i a i + £ 2 a 2 + • •)] 

== [«i a i + Oaaa + • O(0i a i + fta* +••)] = [(Sa fl a fl )(S^a^)] 
= Saa^[a fl ai] (74) 

n — 
= Saaj£a[aaaa], 

weil a a und a&, wenn a von 6 verscbieden ist, nach der Annahme zu 
einander normig find, alfo nach 218 ihr Innenzeug null ist. Der 
letzte Ausdruck ist aber 

= SaajSaaa- = a,/?^! + a 2 fta 2 i - 1 



» • • 



Satz. [(a^! +a.a2 4- - 0(ft*i + ft a 2 + • •)] = &iP\ 4-«*ft 4- • •, 221. 
wenn a t , a2,- • • ein einfacher Normverein. 

Beweis. Nach 220 ist 

n « 

[(«i a i 4- «2 a 2 4 H/Sifti 4- fta 2 4- • 0] 

= «ii*i a i- + a 2 fra 2 2.4-... 
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Da aber aj,a 2 ,' • • ein einfacher Normverein find, fo ist a 1 l=a2-=« •== 1, 
alfo der gefundene Ausdruck 

= «i/^i + <*iPi + • • •• 

222. Satz. Wenn a 1} a 2 ,*<* zu einander normig find, fo ist 

(a t + a 2 -| — )- = a t - -f a 2 - 4* • • • 
Beweis. Unmittelbar aus 220. 

223. Satz. (a + b)i = ai + 2[ab] -f b*. 
Beweis. Es ist 



(a + b)I = [(a + b) (a + b)] 

= [a a] + [a b] + foa] + [b b] (74 ), 



•alfo nach 218 

= ai + 2[ab] + b*. 

224. Satz. (a + b + c)l = a* -f b^ + c* + 2[bT] + 2[ca]'+ 2[ab]. 

Beweis wie in 223. 

Die Satze 222 bis 224 enthalten, auf den Raum bezogen, den Pythagoraischen 
Lehrfatz nebst feiner Erweiterung fiir die Ebene wie fiir den Raum. 

225 Satz. Wenn die Gebiete von A und B zu einander allfeitig 

normig find, and C eine beliebige- Grose von niederer oder gleicher 
Klasse wie B ist, fo ist 

[AB (AC)] = A^[BC] and 

[CA~BA)] = A2[CB]. 

Beweis. 1. Es fei ein Normverein mit dem Zahlwerte 1 an- 
genommen, dessen Grtfsen fich auf die Gebiete A und B verteilen, 
und fei derfelbe zu einem vollstandigen Normvereine erganzt. Dann 
ist C als Vielfachenfumme der Geschiedsflache (multiplikativen Kom- 
binationen) der Grosen jenes Normvereins ableitbar. (106. 109). 

Es fei C = y 1 C 1 +y 2 C 2 H , ferner fei A = «A,; B = 0B l5 

wo Aj, B t Geschiedsflache (kombinatorische Produkte) der Grosen des 
Normvereins find, fo ist 

[AB~AO] = o*tf A,B, CA,(y,C, + y,C 2 +..))] 

= oVyi"[A I B l .(A 1 C,i] + a'/JftfA.B, (A,C,)] + • • ... 

Tl — 

Aber [A t B { (AjC r )] ist, wenn A,, B h C r Einbeiten hoherer Klasse, 
d. h. Geschiedsflache der ursprttnglichen Einheiten find, nach 190 

gleich [BjCr]. Dasfelbe findet aber nach 217 auch noch statt, wenn 
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jene Grosen Geschiedsflache der Grosen eines einfachen Normvereins 
find, alfo auch in diefem Falle. Somit wird 

[AB"AC)] = a'/fyfac,] + a^B.C,] + . . . 

Da nun At ein Geschiedsflach von Grosen eines einfachen Norm- 
vereins ist, fo ist Ai- = 1 und ist der gefundene Ausdruck 

== A^BC]. 
2. Auf gleiche Weife ergiebt fich die zweite Formel des Satzes. 

Satz. Das Innenzeug oder innere Produkt zweier Grdsen andert 226. 
feinen Wert nicht, wenn man statt der einen Grdse ihre normige 
Zurlickleitung auf das Gebiet der andern fetzt, d. h. 

[AB] = [AB'] und 

[BA] = [B'AJ, 
wenn B' die normige Zurlickleitung von B auf das Gebiet A ist und 
alfo A von gleicher oder httherer Klasse als B ist. 

Beweis. Es fei das Hauptgebiet von nter Stufe, A von mter, 
B von pter Klasse, fo kann man nach 212 einen vollstandigen Norm- 
verein a l9 « • • «a n fo annehmen, dass m feiner Grosen, etwa a^* • • 'am, 
in A liegen, und fein Zahlwert 1 fei. Die p Fache oder Faktoren 
von B find dann nach 207 als Vielfachenfummen von a^—an dar- 
stellbar, alfo ist B eine Vielfachenfumme der Geschiedsflache (mul- 
tiplikativen Kombinationen) von a^'-an zur pten Klasse. Diefe 

Geschiedsflache feien B l9 B 2 ,*-Bq, Bq^j, B r , wo B^'-Bq die 

Geschiedsflache aus a^-'-am feien; und fei 

B^B, + •••+ jJqBq + /J q+1 B, + 1 "--+^A, 

fo find nach 188 und 217 die Zeuge [ABq^—fABr] alle gleich 
null, da jede der Grosen Bq + i bis B r folche Fache oder Faktoren 
enthalt, die in A nicht vorkommen, und diefe Grosen alfo der Grose 
A nicht gleich oder untergeordnet find, alfo wird 

[AB] = fcf AB, J + • • • + /»q[AB q ] 

= [A ~p l B l + •••• + /5qBq)]. 
Aber nach 179 ist jS t B, + ---+/?qBq die ZurUckleitung von B 
auf das Gebiet a^'-am, mit Ausschluss des Gebietes am^-i,-- an, 
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letzteres Gebiet 1st aber nach 216 die Erganzung des ersteren; alfo 
ist ^ l B l -}-••••-}- q Bq die normige Zurlickleitung von B auf das 
Gebiet a l5 — a m , d. h. auf das Gebiet von A, alfo gleich B' und fomit 

[AB] = [AB']. 

Aus gleichem Grunde ist [BA] = [B'A]. 

227. Satz. Wenn man in einem Innenzeuge oder innern Produkte 

zweier Grdsen gleicher Klasse die eine anf das Gebiet der andern 
normig zuriickleitet, nnd diefe Zurlickleitung fo wie die Grdse, auf 
deren Gebiet zuruckgeleitet ist, durch ein und dasfelbe Mas misat, 
dessen Zahlwert Eins ist, fo ist das Zeug der beiden Messungs- 
Bruche gleich dem gegebenen Innenzeuge oder innern Produkte, 
d. h. es ist 



II mm. 



[AB] = afl', wenn A = aE, 
und die normige Zurlickleitung B' von A auf B gleich /?'E, wo der 
Zahlwert von E gleich Eins ist. 
Beweis. Nach 198 ist 



n — 



[AB] = [AB']. 
Es fei E ein Gebietsteil von A mit dem Zahlwert e Eins, und fei 

A = aE, B' = 0'E, fo ist [AB'] = a0'[EE] = ctjS'E* = a0', da 
Ei=l ist, 

228. Erklarung. Wenn A ein Geschiedsflach (eine multiplikative 
Komplexion) aus a,, a 2 ,"'&n ist, fo heist das Geschiedsflach B, 
welches die fammtlichen in A nicht enthaltenen gegebenen Grdsen 
erster Stufe enthalt, und mit einem folchen Vorzeichen (+) verfehen ist, 

n n 

dass [AB]==[a 1 a 2 *an] ist, das zu A erganzende Geschiedsflach. 

229. Satz. Wenn A (Alpha) mit A von gleicher Klasse, B (Beta) 

n 

aber von gleicher oder niederer Klasse ist als B, und [AB] £ ein 
Enflach von Grdsen erster Klasse ist, auch A, Ai, — die Geschieds* 
flache (multiplikativen Komplexionen) aus den Grftsen erster Klasse 

n 

von [AB], und B, B,,- die zu A, A],** erganzenden Geschiedsflache 
find, fo ist 

(a) [ABZaB)] = [AACBB)] -f [A^CBiB)] + • • • und 



n — - n — — n 



(b) [BA (BA)] = [BB (A A)] + [BB, {AA { )]+■■•. 
Beweis. 1. Es feien zunachst die Grosen erster Klasse in 

n 

[AB] alle zu einander normig. Da A von gleicher Klasse mit A ist, 
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fo ist es als eine Vielfachenfumme aus den Geschiedsflachen A, A t ,« • • 
darstellbar. Es fei alfo 

A = aA + ^Ai + • • •, 
fo ist 

[ABjAB)] = [AB~(aA + a^ + • . •)#)] 

= a[AB~AB)] + a,[ABTA,B) H . 

Da nun nach der Vorausfetzung B, B l5 • • • die erganzenden 

n n 

Geschiedsflache zu A, Aj,- • find, fo ist nach 228 [AB] = [A,Bj] =• •, 
und erhalten wir die Gleichung 

\kB(AB)] — a[AB(AB)] + a^B, (A, J3j] + • • • . 

n 

Da ferner die einfaehen Grosen in [AB] alle zu einander normig, 

auch diefelben find mit denen von + [AjBJ u. f. w. nach der An- 
nahme, fo ist A zu B allfeitig normig, und ebenfo Aj zu B x u. f. w. 
Folglich ist nach 225 der zuletzt gewonnene Ausdruck 

= akl[BB] + a t Aj 2[B,5] H . 

Nun ist aber [k r A] = [A r (aA + c^Ai -)-•••)] = «rA r -, weil A r 
mit den zu ihm normigen Grosen A, Aj,« • • ausgenommen A r , innerlich 
gewebt oder mulliplizirt, null giebt nach 188, 217. Alfo kann man 

in dem vorher gefundenen Ausdruck [krA] statt a r A r - fetzen und 
jener Ausdruck wird 

= CA3][B5] + [k^ffoB] + . • .= [Al(B5)] + [A^B,*)] -|- 
d. h. die Formel (a) gilt ftir unfere Vorausfetzung. 

2. Die Formel (a) gilt alfo, wen a die Grosen erster Klasse in 

n 

[AB] alle zu einander normig find, Re bleibt aber auch noch bestehen, 
wenn man diefe Reihe von Fachen oder Faktoren nach 110 linig 
andert, d. h. statt irgend eines Faches a fetzt a + j^b, wo @ eine 
Zahl und b einer der andern Fache ist. Hierbei behalt nach 111 das 

Zeug oder Produkt [AB], alfo auch die linke Seite unferer Formel, 
denfelben Wert. Betrachtet man nun irgend ein Glied der rechten 

Seite, z. B. [A r ^(B r 5)], fo konnen a und b entweder beide in Ar 
vorkommen, oder beide in Br, oder eins in Ar, das andere in Br. 
In den beiden ersten Fallen bleibt fowohl der Wert von Ar als der 
von B r unverandert, alfo auch das betreffende Glied. Im letzten Falle 

kommt dafllr noch ein anderes Glied [k B A(B 8 B)] vor von der Art, 

B. Grasamann, Ausdehnungslehre. " 
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dass, wo das sine der Zeuge oder Produkte A r und As den Fach 
a enthalt, das andere den Fach b enthalt, und dass die Zeuge Br 
und B s , da fie die jedesmal dem Ar und As fehlenden F&ehe enthalten, 
in derfelben gegenfeitigen Beziehung zu einander stehen, alle die Zeuge 
im Uebrigen aber diefelben Fache enthalten. ,Es kommt alfo a in 
einer der Grosen A r und As vor: es mag a in Ar vorkommen. Nun 
fei A' die Grose, welche aus Ar hervorgeht, indem man darin b statt 
a fetzt, und B' die Grose, welche aus B r hervorgeht, indem man darin 
a atatt b fetzt. Dann enthalt alfo A' diefelben Fache wie As und B' 
wie B s ; es find alfo nach 91 dann A' und B' den Grosen A s und B s 

n n 

entweder gleich oder entgegengefetzt. Da [A'B'] aus [ArBr] dnrch 
Vertauschung der beiden einfachen Fache a und b hervorgeht, fo ist 

nach 88 [A'B'] = — [A r B r ] = — [A S B S ], da [A S B S ] = [A r B r ] nach der 
Annahme ist. Wenn alfo A' = If As ist, fo ist B' = + B s . Wenn 
man nun die linjge Aenderung von a in a -f- £b einfiihrt, fo verwandelt 
fich, da Br und A' kein a enthalten und alfo unverandert bleiben, 
wahrend A r in Ar + £A' und B' in B' -f- j^Br fich verwandelt, auch 

[A r ^(B r 5)] + [A 8 A(B S B)] =\A T A(B r B)] — n [A'A{B'B)] in . 

[((A r + pA')A)(&B)] — [ A'l(tB' + PBrJB)] - \A r A(B T Bj] — [ A'l(B'E)] 

-f plA'A(B,B)] — p[A'2{B t B)] = [A r A(B r B)] - [A'2(B,'5j], 
d. h. der Wert jener Summe bleibt ungeandert. Es bleibt fomit die 
ganze rechte Seite unferer Formel bei jener linigen Aenderung un- 
ge&ndert, indem die Glieder entweder einzeln ungeandert bleiben oder, 
wenn £\e geandert werden, fich zu Gliederparen gestalten, deren Summe 
ungeandert bleibt. Da fomit beide Seiten der Formel bei liniger 
Aenderung ungeandert bleiben, fo bleibt die Formel, wenn £ie flir 
irgend eine Reihe von Fachen gilt, auch bei deren liniger Aenderung 
bestehen. 

3. Die Reihe von Fachen a, b, •••• fei endlich eine ganz 

n 

beliebige, nur fei ihr Enflach [AB] £ 0, fo l&sst fich nach 212 stets 
eine Reihe zu einander normiger Grosen erster Stufe a n a 2 ,--- an- 

n n 

geben, von der Art, dass [ab* • •] = C a i a^- • •]. Dann lasst fich aber 
nach J 13 die Grosenreihe a, b,-«* aus a l5 a 2 , • • • durch linige 
Aenderung ableiten. Nun gilt nach Beweis 1 unfere Formel fiir die 
Reihe der zu einander normigen Fache a t , a^,* • •, alfo nach Beweis 2 
auch fiir die durch fortgefetzte linige Aenderung daraus hervorgehende 
Reihe von Fachen, alfo auch fiir a, b, • • •, d. h. allgemein. 
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Erkl&mng. Die Snmme 8[AaA(Bi>B)- .(Lu*)(M«2lf)] r 230. 

bezeichnet die Summe, welche man erhalt, wenn man ans den 

n 

Grdsen erster Klasse des Zeuges [AB • • M] die Geschiedsflache znr 
fovielten Klasse entwickelt, als die Klasse von A betragt, nnd jedes 
folches Geschiedsflach als eine der Grosen Aa fetzt, wenn man dem- 
nachst zn jedem diefer Geschiedsflache, ans den in ihm nicht vor- 

n . 

kommenden Grdsen erster Klasse des Zeuges [AB • • M] die Geschieds- 
flache zur fovielten Klasse entwickelt* als die Klasse von B betragt 
nnd jedes folches Geschiedsflack als eine der Grosen B& fetzt nnd fo 
fortfahrt bis zn Mm, endlich das Vorzeichen fo bestimmt, dass 

n n 

[AoB&» • 'Mm] = [AB • • «M] ist. 

n n 

Als Beispiel mogc gelten [ABC] == C(ab)(cd)e]. Kiev ist jene Summe die 
Summe von: 
ab, cd, e 



ab, ce, — d 
ab, de, c 



ad, bo, e 

ad, be, — c 

ad, ce, b 
ac, bd, — e | ae, be, — d 
ac, be, d ! ae, bd, c | bd, ae, c 

ac, de, — b ae, cd, — b | bd, ce, — a 



be, ad, c , be, ac, d | ce, ah, — d 

be, ae, — d 

be, de, a 

cd, ab, e ' do, ah, c 

cd, ae, ■— b de, ac, — b 

cd, be, a ! de, be, a. 



bd, ac, — e 



be, ad, — c j ce, ad, b 
be, cd, a  ce, bd, — a 



Satz. Wenn A nnd A von gleicher Klasse find, ebenfo B nnd 231. 
B, r nnd C n. f. w., M aber von gleicher oder niederer Klasse ist 

n 

wie M und [ AB • • • LM] £ ein Enflabh von Grdsen erster Klasse ist, 

n 

anch [ AaBb L(M m ] diefelben Grdsen erster Klasse als Fache oder 

Faktoren enthalt wie [AB--LM], nur in anderer Folge, nnd zwar 
in der Art, dass beide Zeuge einander gleich find, anch ferner Aa 
cben fo viel Grdsen erster Klasse als Fache oder Faktoren enthalt 
wie A, Bi> wie B u. f. w., fo ist 

[AB • -LM {AB • • AM)] = &[AaA(Bf>B) • • (Lj^XMmM)]. 
Beweis. Fttr zwei Fache oder Faktoren ist der Satz bereits in 
229 bewiefen, denn es ist nach 229 

[ABCiB)] = \a2(BB)] + Ea,2(B,5)] + • • • 

= S[A a 1(B6B)]. 

Wendct man diefen Saiz wiederholt an, fo kommt man zu dem Satze 
fur beliebig viele Fache oder Faktoren. Zunaclist namllch kann man 

• • n 

das Zeug oder Produkt [AB* • • -LM] als aus den zwei Fachen oder 



n 



Faktoren A und [BC» • -LM] besteliend anfehen. Dami wivd - 

8* 
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[AB LM(^J5. . • AM)] = [A(BC . • .LM)(J(Br-  -AM)] 

= S [ Afll^BC • • • \M){[Br AM)]. 

Der gefundene Ausdruck ist aus demfelben Grunde wieder 

= S\ A fl 3(B&5xCD • • -LM)cTrJ. . -AM)], 
und fetzt man dies fort, fo erhalt man zuletzt 

= S[A«2(B&5} (L^)(MmM)]. 

232. Satz. Wenn in dem Innenzeuge oder innern Produkte 

n — 

[AB • • • (AB • • • )] die Grdsen A und A von gleicher Klasse find, 
ebenfo B und B und fo fort, fo ist 

Pa'b' . . . i 

[AB-...(i!J&-...)]= • , 



n — n 



[AB ] 

wo A' = S[A«JA a ], B' = S[B&2?B&] u. f. w., und wo die A a die 
Gescniedsflache aus den einfachen Fachen oder Faktoren des Enflaches 

n 

[AB-] zur fo vielten Klasse find, als die Klasse von A betragt 
und entsprechend die Be u. f. w. 

Beweis. Nach 231 ist 

[ab — Jab- . .)] = S[A«2(B*j§) — ], wo 

[A a B6---] = [AB ] ist. 

Da nun A mit A von gleicher Klasse ist, alfo audi A a mit A, 

n — n — 

fo ist nach 195 [A a A] eine Zahl und aus gleichem Grunde [BbJS], u. f. w. 
Folglich ist 

S[AaI(Be5j. . •] = S[A«1(B*5). • -][AaB & . • •] : [A«B*- . .]. 

n n 

Alfo, da [A fl B& • • • ] gleich [AB • • • ] ist, 

= S[A«1(B*5). .]JA«R- •] . [AB- .]. 
Oder, da nach 71 die Zahlfache beliebigen Fachen eines Zeuges zu- 
geordnet werden konnen, 

= S([A«5]A«. • .[BeSjBa- • •) : [AB- .]. 

Hier enthalt nach 231 in jedem Zeuge [A fl Be.-«*] A a andere 
Fache erster Klasse als Be, u. f. w. Da nun aber die Zeuge, in 
denen A a , Be, • • • gleiche Fache erster Klasse enthalten, null find, fo 
konnen wir diefe Zeuge zu dem obigen Ausdrucke hinzufilgen, und 
erhalten dann nach 75 den Ausdruck 
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n n . — n 



= [(S[A^A r ])(S[B r BBJ) • •] : [AB- .], 

[A'B'...] 

[AB-..J 

Satz. Das Innenzeug oder innere Produkt zweier Gr6sen mter233. 
Klasse A = abc*-« und B = a'b / c'- •, deren jede aus m einfachen 
Fachen besteht, ist gleich der Flachtausche oder Determinante (J) 
aus m Keihen von je m Gliedern, die man erh&lt, wenn man naoh 
der Ordnung jeden einfachen Fach von A mit jedem von B zu 
einem Innenzeuge kniipft, d. h. es ist 

[abc- • (a'b'c'- • •)] = ^ [[aa'], [aP], [«?].• • 

[b?], [bP], [b?] f .. 
toP] f [cP], [c?], • • 



n — « — . D 



= 8 + (ctaftyc • • • ), 

wo a x = [aa'], a 2 = [ab'], a 3 = [ac'],- • • 

ft = fba'], ft = [bb'], ft = lb?],- • • 

Yi = [o?], y% = [cb'I y z = [c?], • • • 
u. f. w. 

Beweis. Nach 232 ist 

[abc-..Ta'bV--.)3 = y tCl '" 3 , 

[abc • • • ] 

wo a! = [aa'a] + [ba'b] + [ca'c] + • • •= a x a + ftb + y x c + 

b £ = [aPa] + [bb'b] + [tPc] -} = ff 2 a -f ftb + y 2 c + 

Ci = [ac'a] -f [bc'b] -f [cc'c] -f- . • • = a 3 a -f- ftb -f Ys c + ' 



ist. Aber nach 98 ist [a^Cx* • •] 

= [(«ia+ftb + y t c -f • OC«2a+ftb + ftc-f . .)(«aa + ftb-f y 3 c+ ••)••] 

m n n 

= J(x[abc« • •] = S + (aaftyc • -)[ a b c# •]. 



Alfo 



n n 



[abc • • Ta'bV .-•)] = [a n lbtC '" ,] = 8 + (ga f tyc, -- )[a ^-- J 

[abc • • • ] [abc • • • ] 
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n — - n — — n — 



234. - Satz. [ab(a'b')] = [aa'(bb')] — [ab'<a'b)]- 

235. Satz. [ab]l = a- 2 bl — [ab] 2 . 

236. Satz. [abc]2 == aib^d ^~ ai[b7] -' — bi[ca p — ci[ab] J 

+ 2[ab (bc)C«a)]. 

237. Satz. [abed]! = J a i, [ab], [ao], [ad] 

J fba], b>, [bo], [bd]  
j [ca], [cb ],■'<& [ctl] 
, [da"], fdb], ' fdo], _d*. 

Die Satze 234 l»is 237 folgen unmittelbar aus 233, wenn man beaehtet, dass 
nach 177 a'b = a'b u. f. w. r ' 

238. Satz. [abc] = [abb] — [be a], 

239. Satz. [abed] = [ad (be)] + [bd(ca)] -|- [cd(ab)]. 

240. Satz. [abcd7] = [ae (bed)] -f [be (cad)] + [ce (abd)] + [d "e(cba)]. 

Die Satze 238 bis 240 folgen \Viedcr itntnittelbar aiw-231 oder 233, wenn 
man in 238 c, in 239 d ir.ul v\ 240 e als zweiten Facb des innerii Zeuges oder 



n - • .  I 



Produktes [AB] betrachtet und diefem Fache noch. 1- als zweiten Fach zufiigt 
und demnachst beachtet, dass nach den Gefetzen der Flaoliu'hg 

[ab] = — [ba], [a(bc)] = fb(ca)] — [c(ab)] und 

[a(bcd)] = [b(cad)] = [c(abd)] — [d(cba)] : 'ist 

241. Satz. Wenn man aus einer Reihe von n Grosen erster Klasse 

a 1} a 2 ,- -a* die Geschiedsflache (anultiplikativen Komplexionen) A, A,,- • • 
zu irgend einer Klasse (der mten) bildet, und jedes derfelben mit 
dem erg&nzenden Geschiedsflache B, B x , • • • zu einem Innenzeuge oder 
innern Frodukte kniipft, fo ist die Summe diefer Zeuge null, d. h. 
es ist 



n — n 



[AB] -f [AiB/j +:.-..= 0. 

Beweis. 1. Ei fei zuerst angenommen m ^> n ~~- m. Der 
Fach A. hat als Geschiedsflach (multiplikative Komplexion) , von 
a l9 - • *a n die Form 

A = [a r a. s a z ], 

wo r, s, • • -z beliebige m verschiedene unter den Zahlen 1 • • • n find. 
Der— -Fach B muss als ergatizendes Geschiedsflach zu A diejenigen 
n — m unter -den Grosen a t • f. -a n als Fache enthalten, welche unter 
den Grosen a r , a s , • • -a z nicht vorkoramen. Es feien dies a r ' ? a s ', • • • • a u ', 
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n 

fo dass alfo B = ( — l) p [a P 'a S " • «a u '] ist. Ferner muss das durch 
( — 1)p angedeutete Vorzeichen nach 229 fo bestimmt werden, dass 

n n 

[AB] = [aj • • -a n ] wird, d. h. dass 

n a 

( — l) p [a r a s « • ^a^ay • • 'aa-a^aa" • «a u /]= [a^ • • • -an] ist. Von (a) 

gleicher Form find die fammtlichen Ubrigen Zeuge [AJBj] u. f. w. 
Sollen die Geechiedsflache A, B, A 1? Bi,-«- wohlgeoidnete fi&in, fo 
hat man nocb die Bedingungen hinzuzuftigen, dass r <; s <C • • • <Z u <L v 



• • • <; z und i y <s'<"< u' fei. Filgen wir diefe Bedingung hinzu, 
To wird 

n mm . n — i n — 

[AB] -f [AiBi] -| = S( — l) p [a r a 8 - - -a u a v • • -a^ar'as" • -a^)]. 

Fassen wir hier a v • • • -a z zu einem Facbe oler Faktor zufammen 
und fitgen dem zweiten Fache des Innenzeuges an letzter Stelle nocb 
den Facb 1 hinzu, fo wird die Bedingung von 231 erftillt, alfo wird 
der obige Ausdruck 

[AB]-HA 1 B 1 ]+ • •=S(-l)P[a r ar'(a 8 a s O- <a u "a u 0(a v a w . - a z )], (b) 
wobei nocb die Gleicbung (a) bestehen bleibt, und auch die Be- 
dingungen r' <c s' <z • • • <C u' und v< w<"«<z geltend bleiben, 
liingegen die Bedingung, dass r <z s <;•••<! u fei, wegfallt, und die 
Summe ficb auf alle unter jenen Bedingungen moglichen Glieder bezieht. 

In diefer Summe find nun alle Glieder parweife einander entgegen- 
gcfetzt und beben ficb alfo. Sei namlich 

(— l)P[a r a r <a s a 8 (a u auO(aya w a z )] 

eincs diefer Glieder, wo die Zeiger bestimmte (von einander ver- 
K-hiedene) Werte haben, die den obigen Bedingungen geniigen, und 
wo nach dem Obigen p einen folchen Wert hat, dass die Gleichung 
(a) erfullt wird. Da die Zeiger r, r', s, s', • • «u, u' alle von einander 

verschiedcn find, fo wird irgend einer der kleinste unter ihnen fein 

n ■— 
mussen, dies fei r, fein Flach [ara r ']. Dies angenommen, vertausche 

man r und r' und andere das Zeichen, fo erhalt man einen Ausdruck 

(— 1)p + x [va r (a 8 a s (a u a u 0(a v a w - . • a z )], ( C ) 

fo foil gezeigt werden, dass auch diefer Ausdruck gleichfalls als Glied 
in der obigen Summe (b) vorkommt. Sollte der Zeiger r groser fein 

n — 

als s', fo gebe man dem Flaqhe [a^a,.] unter den Ubrigen Flachen 

[a s a' 8 <] • • • • [a u a u '] eine folehe Stellung, dass die Bedingung erfiillt- wird, 
yerrnoge welcher der zweite Zeiger in jedem diefer. Flache fcleiner fein 
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foil als der zweite Zeiger des naehst folgenden Flaches. Es werde 

diefe Bediagung erfuilt, wenn man das Flach [a r /a r ] urn d Stellen nach 
rechts rtickt, was gestattet 1st, da alle diefe Flache Zahlen find. Es 
ist nun noch zu beweifen, dass aueh die durch Gleichung (a) aus- 
gedriickte Bedingung fttr das fo hervorgehende Glied gilt, d. h. dass 
fie noch bestehen bleibt, wenn man in ihr p + 1 statt p fetzt, auf 
der linkeu Seite a r * mit a r vertauscht und diefe beiden Facbe um d 
Stellen nach rechts rttckt. Das Zeug, welches auf diefe Weife aus 

n 

( — l) p [a r a 8 « • 'a^av • • • a z a r <a 6 <- • «a u '] hervorgeht, heise D; fo ist 

n 

D = ( — 1 )p + '[a^aa • • • a u a v • • • a z a r a 8 ' • • • a^]. 
Denn man kann in diefem Flache D die Faktoreu a r und a r « gleich- 
zeitig wieder um d Stellen zuriickrttcken, ohne dass fich nach 89 der 
Wert des Flaches andert. Ferner ist der letzte Ausdruck nach 88, 
wenn man a r und a r > vertauscht, 

n 

D = — ( — 1)p + *[a r a 8 ' • • ^a^v • • • asanas" • ,a u'] 

n 

= ( — l) p [a r a 8 a u a v • • -aa-ar'ay • *a u '] 

n 

= [a^ • • «a u ] (nach a). 

Alfo ist jener Ausdruck (c) alien Bedingungen unterworfen, denen 
die Glieder der Summe (b) unterworfen find, ist alfo, da jene Summe 
alle Glieder enthalt, die jenen Bedingungen genttgen, felbst ein Glied 
jener Summe. Dies Glied hebt fich nun mit dem zuerst betrachteten 
Gliede auf; denn 

( — l) p [a r a r <(a s a a • • • (a u a a <)(a v a w • • • a 7 /)J 

-f (— l) p + 1 [va r (a s a s 0- • • (*a*vi)(***w • • -a z )] = 0, 

da ( — l)P-t- l = — ( — 1)P ist und [a^a,.] = [a r a,.'] ist nach 197. Auf 
gleichc Weife findet (icli zu jedem Gliede jener Summe ein ihm zu- 
geparte3, welches fich mit ihm aufhebt; alfo ist jene Summe null, 
alfo audi das diefer Summe gleiche 



n -— n 



[AB] 4- [A.B,] +...-= 0. 
2. Wenn m <! n — m ist, fo ist nach 192, wenn noch 
m(n — m — 1) = c gefetzt wird, 

[AB] + [A.B.] +...= (- 1) "[BA] -f- (- 1MB,!,] + • • • 

= (- 1)«T[BA] + CB.A,] + ••••) (»48). 
Hier ist nach Beweis 1 die in Klammer geschlossene Summe 0, alfo 

fABJ + t A^ ] f • • • = (- 1)«~0) = (127), 
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n _ n — n 



Satz. [ab(cd)] + [ac(db)] -f [ad(bc)] = 0. 242. 

Satz. [ab<T] + [be a] + [cab] = 0. 243. 

Satz. [abed] — [beda] -f [cdab] — [dabc] = 0. 244. 

Der Satz 242 folgt unmittelbar aus 241. Die Satze 243 bis 244 l'olgen 
ebeufo, wenn man im erganzenden Geschiedsflaehe statt der Grosen a, b, c, d 
das Flach derfelben mit 1 fetzt. 

Satz. Wenn man aus einer Beihe von 4m Grosen erster Stufe 245. 
a^ -aim die f&mmtlichen Geschiedsflaehe (multiplikativen Kom- 
plexionen) A, B, C, • • • zur 2m ten Klasse, welche eine diefer Grflsen, 
z. B. a t entbalten, bildet, und jede derfelben mit den erganzenden 
Geschiedsflachen A', B', C, • • zu einem Innenzeuge kntipft, fo ist die 
Summe diefer Zeuge null, d. h. 

[AA'] + [BB']-j =0. 

Beweis. Da A, B, • • • die fammtlichen a t enthaltenden Geschieds- 
flaehe aus 4m Elementen zur 2m ten Klasse find, fo find ihre erganzenden 
Geschiedsflaehe A', B','** die fammtlichen Geschiedsflaehe aus den- 
felben Grosen erster Klasse zu derfelben Klasse, welche a x nieht 
enthalten. Ferner, da die Klaseen von A, B, • -A', B', • • gerade find, 

n n 

fo ist nach 89 audi [AA'] = [A' A], und al r o nach 229, wenn A' das 
erganzende Geschieds flach von A ist, auch A das ergiinzende Geschieds- 
flach von A', und ebenfo B das von B\ mithin nach 241 

n [AA'] + [BB'] H + [A' A] + [B'B] -\ = 0. 

' Aber nach 197 ist [A A'] = [A' A], [BB'] = [B'B] • . . 
Alfo 



n — n 



2[AA'] + 2[BB'] f . . = 0, d. h. 
[AA'] + [BB'] + = 0. 



16. Die Winkelfolgen der Innenzeuge. 

Erkl&rung. Der Winkel AB (Zeichen z. AB) heist der 246. 
Winkel zwischen und n, diefe miteingeschlossen, dessen Cosinus 
gleich dem durch die Zahlwerte a und /? der Gr63en A und B 
geteilten Innenzeuge Oder inuern Produkte jener Grdsen A und B 
ist, fofern A und B gleicher Klasse und ungleich Null find, d. h. es ist 

n — i 

cos z AB = —J z. AB = M[0, n\ 
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n 



Der Sinus [abc • • • ], wo a, b, c, • • Grosen erster Stufe, a, § 9 yr • 
ihre Zahlwerte und der Sinus nicht eine Strichgrftse (nicht negativ) 

n 

[abc* • •] 
ist, ist der Ausdruck, welcher dem Zahlwerte nach gleich - — - — - 

ist, d. h. es ist 

n 
n [abc • • • J— • n 

(sin[abc • • • ]) 2 = ^r 2 -f sin [abc • ] ^ 0. 

247. Satz. Wenn a, b Grftsen erster Klasse find, fo ist 

n 

sin[ab] == sin z ab. 
Beweis. Nach 246 ist 

(-[ab]) 2 = y_=---— H- C235) 



a 2 /5 2 — [ab] 2 



a?§ 



2 



(200) 



, fa b1 ^ 

=1 -L^j 

= 1 --(cos z ab) 2 ' (246) 

= (sin z ab) 2 . 

 n 

Und da nach der Erklarung 246 sin[ab] nie ejne Strichgrose (nie 
negativ) und z ab ein Winkel zwischen und n^ alfo fin Z ab auch 

nicht eine Btrichgrose ist, fo folgt aus (sin[ab]) 2 = (sin z ab) 2 , auch 

f-in[ab] = sin Z. ab. ' 

2 18. Satz. [AB] = a£cos z AB, wenn A und B von gleicher Klasse 
und a und /? ihre Zahlwerte find. _ 

Beweis. Unmittelbar aus 246. 

219. Satz. [ab]-= (a/?sin z ab) 2 , wo a und /? die Zahlwerte von 
a und b find. 

Beweis. Nach 235 ist [ab]l = a 2 /? 2 — [ab] 2 

= a 2 0* — (a^cos z ab) 2 (248) 

= a 2 2 (l — (cos z ab) 2 ) 

= o 2 £ 2 (sin z ab) 2 . 

In _ ditifen Formula tritt der Gegenfatz zwischen dem auserii und inuern 
Zenge in einfachster Gcstalt hervor. Wahrend das innere Zeug oder Produkt 

zweier Grosen erster Klasse [ab] gleich dem Zeuge der Zahlwerte in den cosinus 
des Zwischenwinkds ist, fo ist das ausere Zeug oder Produkt derfelben Gr5sen, 
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abgefehen voni Ijl Zeichen, gleich dem Zeugc der Zahlwerte in den sinus des 
Zvvischenwinkels. ; 

Satz. [ab(cd)] = a/fy(J(sin £. ab)(sin 4 cd)cos £. ab(cd), 250. 

wenn a, £, y, S die Zahlwerte von a, b, c, d find. 



tj u /•> n 



Be we is. Der Zahlwert voq [ab] ist ([ab]-) " und der von [ed] 



x h 



11 12 

i.st ([ed]^-) , alfo ist nach 248 



n — n n 



J /2- 



[ab(cdj] = ([ab] 2 [cd] 2 ) (cos <<L ab(ed)) 



j 



l-i 



= [(a£sin z. ab) 2 (yJsin ^ cd) 2 ] "cos z. ab(ed) (249). 
Aber da das Zeug a/? (sin z. ab)/J(sin z cd) cin Pluswert oder 
pofitiv ist. To hebt fich das fortf-chreitende Erhohen dieler Graven durch 
2 und 1 | 2 auf, und es wird 

n —■ 

[ab ( cd)] = a/?yJ(sin z. ab)(siu Z. cd)cos Z. ab(cd). 

Satz. Die normige Zurlickleitung von A auf eine Gfrdse gleicher 251. 
Klasse B ist im Zahlwerte gleich A cos z. AB. 

Beweis. Wenn A' die normige Zurttckleitung von A auf B ist, 
fo ifft nach 215 

= [ AB]B = a§ (cos ^ A B) -B 

H 

= a(cos z AB) • —," alio im Zahlwerte = A cos z. AB. 

P , 
Satz. Wenn a, b, c,--- zu einander normig find^ fo ist fur 252. 

jede ans ihnen h6rig, d. h. als Vielfachenfumme derfelben darstellbare 
Grose k 

— = -cos z. ak -\- -cos z. bk -f • • •, 

wo x, a, /?,••• die Zahlwerte von k, a, b, •.. • find. 

Beweis. Es fei k = xa -f yb -f • • •, fo erhalten wir durch 

n — 

innere Web ung oder Multiplication mit a, weil [ba] li. f. w. null find, 

[ak ] = x [aa] = xa 2 . " ' ( 200 )> 



. ■, . [ak] axcos z ak 9 , ft 

mithin x=— -== (448) 

a 2 a 2 

= —cos z. ak. 
a 

Aus gleichem Grunde ist y = -cos Z bk u. f. w. Diefe Werte 
von x ? . y, • • • in die obige Formel eingefetzt, giebt 
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x x 

k = -(cos z. ak)»a + ^( cos ^ bk)-b + • • •, d. li. 
a p 

k a , , b 

- = - cos z. ak 4- —cos /L bk -f • • • . 

x a p 

253. Satz. Wenn a, b, c,--- zu einander normig und k und 1 zu 

ihnen h6rig, d. h. als Vielfachenfummen derfelben darstellbar find, fo ist 

cos <£ kl = (cos <£. ak)cos z. al + (cos z. bk)cos <d bl -f • •. 

Beweis. Nach 246 ist, wenn a, |2, y,«--x, X die Zahlwerte 

von a, b, c,« • »k, 1 find, 



n — . n 



co. * Id = ^ = g(I)] = [(^cos z. ak + -£co3 z. bk -f • •) 

( -cos ^ al + - cos ^ bl + • • Y] (252) 

al bl 

= —(cos z. ak)cos ^ al + -^(cos z. bk)cos z. bl -f* • • •, 
a 2 p 2 

weil [ab] u. f. w. null find. Da nun aZ = a 2 , b- = £ 2 , u. f. w., fo 
erhalt man 

cos z. kl = (cos <d ak)cos z. al + (co3 z. bk)cos /L bl + • • • • . 

254. Satz. Statt eine Grflse erster Klasse k auf eine andere 1 
zuruckzuleiten, kann man jene zuerst auf die OrOsen eines Norni- 
vereins zurtickleiten und dann die fo erhaltenen Zurtickleitungen auf 
1 zurtickleiten, und diefe letzten Zurtickleitungen zufiigen oder ad- 
diren, vorausgefetzt, dass hierbei alle Zurtickleitungen normig find. 

Beweis. Es ist diefer Satz nur ein anderer Ausdruck filr das 
in Satz 253 Bewiefene. 

255. Satz. Wenn a, b, • • zu einander normig und k und 1 zu ihnen 
hdrig, d. h. als Vielfachenfummen derfelben darstellbar und gleich- 
falls zu einander normig find, fo ist 

= (cos £. ak)cos z. al + (cos <£ bk)cos £. bl + • • 
Beweis. Die Formel geht unmittelbar aus 253 hervor, wenn 

man z. kl = 90° fetzt. 

256. Satz. Wenn a, b ; - • zu einander normig find, fo ist far jedes 
zu ihnen hdrige, oder als Vielfachenfumme derfelben darstellbare k 

1 = (cos ^ ka) 2 + (cos <c kbj 2 H . 

Beweis. Die Formel geht unmittelbar aus 253 hervor, wenn 
man 1 = k fetzt. 

257. Satz. Wenn a + b -\ = ist, und a, /?,• >-* die Zahlwerte 

von a, b, • • • find, fo ist 
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a) a:/?: =sina / : sinb' :• • •, 

wo a', b', • • die zu a, b, • • • erg&nzenden Geschiedsflache ans a. b, • • find, 

b) acos z. ax -f /?cos z. bx -\ = 0, 

wo x eine beliebige OrOse ist, 

c) (sin a') cos ^ax-f (sinb') cos z. bx + ••••= 0. 
Beweis. 1. Modelt man die Gleichung 

a 4" b + • • •= 

n 

mit [cd«-«-], fo erhalt man, da alle andern Glieder zwei gleiehe 
Fache enthalten und alfo null werden, 

Jacd.-.J + [bcd-..] = 0, alfo [aed- -] 2 = [bed- >]\ 

n 

wo [acd«'»] das Enflach aller Grosen a, b, c, •••, mit Auenahme 

n 

von b und [bed-**] das Enflach aller Grosen, mit Ausnahme von a 
ist. Somit ist nach 246 

(ayd- • -) 2 (8in]Jacd- • -]) 2 + (fri* • 2 (8infbcd. • •])* = °i 
oder a 2 (sin[acd . - -])* = /J*(sin[bcd . • .]) 2 . 

n 

Nun ist [cad«-»] das erganzende Geschiedsflach zu b, alfo = b', uud 

n n 

[bcd«««] das erg&nzende zu a, alfo = a', alfo sinb' = sin [cad • •] und 

n 

sina = sin[bcd« •], alfo, da a, /?, sin a', sinb' Pluswerte find, 

asinb' = jSsina', d. h. a : |2 = sina' : sinb', 
und fomit allgemein 

a : ft : • • • = sina' : sinb' : • • • . 

2. Webt oder multiplizirt man die Gleichung a -f- b + • • = 
innerlich mit einer beliebigen, von null verschiedenen Grose erster 
St ufe x, fo erhalt man 

[a7] + [bx"]+...= 0, 
alfo wenn § der Zahlwert von x ist, fo ist 

a£cos z. ax -f /??cos z. bx -f • • • • = 0, d. h. 
acos z. ax-f jScos z. bx -f- • • •= 0. 

3. Setzt man in die fo erhaltene Gleichung die vorher gewonnenen 

Werte von a : ft : y : • • • ein, fo erhalt man 

(sin a') cos z. ax + (sinb') cos z. bx +••••= 0. 
Die erste Formel des Satzes enthalt i'iir drei Gr69en den bekannten Satz 
dass im Dreiecke die Seitcnlangen iich wie die sinus der Gegenwinkel verhalten. 
Alle drei Formeln haben iibrigens nur dann eine Bedeutung, wenn zwischen den 
Grosen a, b, ••♦ keine andere Beziehung herrscht, als die durch die Gleichung 
a ~T"b+ .^±0 dargestellt ist, d. h. wenn die nGrSsen a, b, • •• in keinem Gebiete, 
von niederer als (n — l)ter Stufe vereinigt find. 
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258. Satz. (a + b)l = a 2 + 2a0cos z ab + p, wo a, /? die Zahl- 
werte von a, b find. 

Be we is. Unmittelbar aus 223, wenn man die Werte nacb 248 
nimmt. 

259. Satz. (a + b -f c)*=a 2 -f j?- + y 2 -f 2Py cos z be + 2/acos z ca 
+ 2<x/?cos z ab, wo a, /S, y die Zablwerte von a, b, c find. 

Beweis. Unmittelbar aus 224. 

260. Satz. (sin z AB)(sin z AB)co* z £B(AB)— S(cos z A r J)cos z B r B, 

n 

wo A r die Geschiedsflache aus den Grosen erster Klasse von [AB], 
zur fo vielten Klasse, als die Klasse von A betr&gt, und B r die er- 
g&nzenden Geschiedsflache find. 
Beweis. Naeh 228 ist 



n — n — n 



[ABCAB)] = 8[AaA][BaB] 
Die Zahlwerte von A, B, A und B feien ct, /?, y, rf, die Zahl- 

n n 

werte von [AB] und von [A a B a ] find nach 228 einander gleich. 
Nach 250 ist dann die erste Seite 

[kKZAB)] = apyd&\n z ABj(sin z Jtfjcost z ABC4B) 
und nach 248 ist die zweite Seite 

S[A fl 2(B a 5)] = a/?yJS(cos z A fl J)cos z B a #, . . 

mi th in ist 

(sin z AB)(sin z ^B)-cos z AB(^B) = S(cos z A a ^)cos z BJB 

n n 

261. Satz. (sin[abc- •])(sin[a , b / c / • • -])cos z (abc- a'b'c'- •) 

= J[ cos z aa', cos z ab', • • 

cos z ba', cos z bb', • • 

• • • 

• • • 

Beweis. Nach 233 ist 

[abc- '(a'b'c' • •)] = J \ a a', ab', ac', 

ba"', bb', b?, 

• • • 

• • • 

mithin wenn man nach 250 und nach 248 die Werte einftihrt und 
beide Seiten durch die gleichen Zahlwerte teilt, fo folgt unmittelbar 
der Satz. ; 

262. Satz. 

n n 

(sin [ab] ) (sin [cd]) cos z ab(cd) = (cos z ac]cos z bd — (cos z ad) cos z be. 
Beweis. Unmittelbar aus 234, wenn man die Werte nach 250 
und 248 einftihrt. 
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Satz. 263. 

n n 

(sin[ab])(gin[ac])cos z. ab(ac) = cos z. be — (cos z. ac)-cos z. ab. 

Beweis. Unmittelbar aus 26 J, wenn man a und c statt c und d 

n — 

fetzt, da cos z. aa = — - = 1 ist. 

Der Satz enthalt eine bekannte Formel der spharischen Trigonometric. 

Satz. (sin z. ab) 2 = 1 — (cos z. ab) 2 . 264. 

Satz. (sin z abc) 2 = l — (cos z. be) 2 — (cos z. ac) 2 — (cos z ab) 2 265. 

+ 2(cos z. ab)(cos z be) cos z. ca. 

Beweis. Unmittelbar aus 236, wenn man die Werte nacli 249 

alb-c 2 . 
und 248 einftihrt, da - === 1 ist, wo a, /?, y die .Zablwerte von 

u. p y 
a, b, und c. 

n n n n 

Satz. (sin[ab])(sin[cd])cosZ ab(cd) -f-(sin[ac])(sin[bd])cosz ac(bd) 266. 

n n 

4- (sin [ad]) (sin [be]) cos z. ad(bc) = 0. 

Beweis. Unmittelbar aus 242. 

Satz. (sinA)fsin A')cos z. AA' + (sinB)(sinB')cos z. BB' + • = 0, 26 7. 
wenn A, B, C, • • die Geschiedsfiache aus 4n Grdsen erster Stufe zur 
2n ten Klasse und A', B', C, • • deren erg&nzende Geschiedsfiache find. 

Beweis. Unmittelbar aus 245. 
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Anhang: 

Anwendung der Ausdehnungslehre zur Lofting 

der Gleichungen in it mehren Unbekannten. 



268. Satz. Wenn m Gleichungen ersten Grades mit m Unbekannten 

gegeben find von der Form 

a&i + ft*;! + yix 3 -f h /"i*m = v, 

• • • • • 

• • • • • 

CCmXi + /?m*2 + Y™** + ' ' ' + jWmXm = V m , fo iflt 
d m (Va($1>Yc- • -jUm) J m (a a ^yc • • 'jUm) 

xm = ^aa^.^0 wo a ^ 6f Cf ... OT fftmmtlich einander un- 

gleich find. 

Beweis. Um eine Gleichung zu gewinnen, in welcher alle IL 
bekannten auser einer, z. B. x 1? verschwinden, bildet man neu* 
Gleichungen, in denen stets nur die Vorzahlen einer J^ui *kannten vor- 
kommen, indem man die Vorzahlen a h /?!,••• mit e l:) die a 2 , §2-,* • • 



m 



mit e 2 u. f. w. vervielfacht, wo ^e^ • • -em] = 1 ist, alfo 
a L e t + a 2 e 2 -f- a 3 e 3 + • • + a m em = a 

ftei + &<% + fte 3 H H ^e m = b 

s • • • • 

t • • • • 

Mi^i + ju 2 e2 + ju 3 e3 -\ \- ju m em = m 

^i^i + v £ e 2 + ^e 3 + • •+ ^me m = n 



i 
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und bildet daraus die Gleichung 

ax, -j- bx 2 -|- cx 3 + • • 4" mxm = n, -f- 

fo erfetzt diefelbe nach 16 die gegebenen m Gleichungen; dean es ist 
dann (a^ + /?|X 2 + yix 3 + • • + j&iXm)ei = i^e, u. f. w. Urn nun 
ein xa, z. B. ^ zu finden, vervielfacht man die Gleichung -j- mit 
be • • • m, dann werden alle Glieder bbc • • m, bec • • • m, • • • be • • • mm 
nach 92 null und es bleibt nur 

m m 

X! [abc • • • m] = [ nbc • • • m]. 

m in 

Und ebenfo x 2 [abc- • -m] = [anc- • -m] u. f. w. 

m m 

x m [abc- • -m] = [abc- • -In]. 

m 

Hier kann nun [abc- -m] gleich Null oder ungleich Null fein. 



m 



Im letztern Falle kann man die Gleichung durch [abc • • m] teilen 
oder dividiren und erhalt dann 

mm m 

[nbc--m] [anc.-m] [abc- -In] 

x l — m •> x 2 = m -> ' ' *Xm s , 

[abc • • m] [abc • • m] [abc • • lm] 

oder wenn man fiir diefe GrQsen a, b, • • m, n die Werte nach * ein- 
fiihrt, fo erhalt man nach 94 

m 

SOa/foyc- • -jU OT )[eae&ec- • -em] 

x l m * 

S(aajfayc- • -jUnOteae&ec- • 'em] 
wo a, h, c, • • • m fammtlich einander ungleich fein mllssen (da fonst 

m 

[eoe^ec- -em] = wird) und d'efer Ausdruck nach 96 

in 
4 m (Va(ff>Yc' • •jUm)[e l e 2 • • -e m ] J m (vafthyc- • -flm) 

Xl "~~ J m Caa^yc---it*m) m eie2 _. em j — d m taapw ••!**? 

m 

Ja [e^ • • -e m J = 1 gefetzt ist. Und entsprechend 

X2 3rTn,4m iaa^yc"flxa) ' " Xm _ d m lOaP*yc---XxtAmf 

m m 

Wenn das Flach [abc- • -m], bez. [a 1 a 2 ---a m ] gleich Null ist, fo 
herrscht nach 14 zwischen den Grosen a, b, • • • m eine Horigkeit, dann 
lasst fich nach 19 aus ihnen eine freie Grosenreihe ausfondern, zu der 
die andern Grosen horig find. Es feien a l9 - • -a r die gegenfeitig freien, 
a, _^_ i • • -am die zu ihnen horigen Grosen, dann ist nach * auch n zu 
ihnen horig. Dann ist alfo x^i 4~ x 2** + • • • + x * a * = c > wo 
c = b — (x P .f xa, ^ i + • • • 4- x ma m ) und man erhalt dann 

E. Grassmann, Ausdehnungslehre. 9 
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r r r 

[ca 2 a 3 • • ar] [atca 3 • • • a r ] [a 1 a 2 a 3 • • a r _ i c] 

Xj -- , X 2 r * * ' , Xr - . 

[a 1 a s a 3 • • a r ] [aia 2 a 3 • • -a r ] [a^a^ • • a P ] 

Es wird zweckmasig fein, die Unbekannte ftir 2 und 3 Unbekannte zu be- 
stimmen. Es ist fur zwei Unbekannte 

_ "A — "aft __ gj^a — «2 y i 

Xl ~~ «A — «a/V Xa "~ «A — «afc" 
Ftir 3 Unbekannte ist 

"Ar 3 — rrfiYs — "Ara + ^aftXi + "sftra — y 3fari 

Xl "" «Att — «aftr8 — «A>'a + «a^ri + «3^i/a — «sft/i 

gi^ars — <x 2 y t y 3 — o^y * + «a"3ri + «3 y ira — o^a/i 

Xj = « Ara - «*»,* - «A* -K&r, + ^,y, - <*An 

__ «A y s — "aft "a — «A"a + «aft y i + «aft y a — "aft"! 
Xa ~~ « A/a — «aft?3 — « A7a + «aft7i + "sft^a — «A/i" 

269. Satz. Wenn m -f- 1 Gleichungen ersten Grades mit m Un- 

bekannten gegeben find von der Form 

n + a Xi + h*i + y<>x 3 + • • + MoXm = 

Vt + C^Xi + ^jX 2 + >iX 3 + • * + J*iXm = 
I'm + amXt 4" 0mX 2 + ymX 3 + ' ' +j"mXm = 0, 

fo ist die Gleichung, aus welcher alle Unbekannte entfernt oder 
eliminirt find, z^+Haa/fo -fimVn) = 0, wo alle Zeiger, a, V'U ein- 
ander nngleich find. 

Beweis. Man webe oder multiplizire die Vorzahlen, welche den 
Zeiger a haben, mit e fl , und feien e , e,,* '-em gegenfeitig frei. Dann fei 

^0 e + V t e t + * * + VmCm = n 

Ooe -f- a^i +••-(- «me m = a 
* fteo + /*iei +--+/Jmem = b 

* • 

i^oeo + i^i e i + ' ' + i^mem = m. 
Nun bilde man die Gleichung 
4. n + axt + bx 2 + • • • + mx m = 0, 

fo erfetzt diefe nach 15, wenn man die Werte aus * einfilhrt, die 
fammtlichen gegebenen Gleichungen; denn es ist dann 

v + a x t + /? x 2 + y x 3 -\ + ^ x m = u. f. w. 

Flacht man diefe Gleichung -f- mit [ab*m], fo erhalt man, da alle 
Flache, in denen zwei Fache oder Faktoren gleich null find, (z. B. 

m m 

[aab' a> m]) die Gleichung [nab- -in], aus welcher alle Unbekannte ent- 
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fernt find. Und ftthrt man diefe Flachung aus, fo erhalt man nach 
96 d m + 1 (aaflf> , -[Ji>mVn) = 0^ wo a, l>,- * in, it fammtlich einander un- 
gleich find. 

Satz. Aus zwei Gleichungen, welche in Bezug auf eine Un- 270. 
bekannte x eine Zahlgleichung beliebigen Grades find 

a + a t x -!- a 2 x 2 + • • • 4- a m x m = 

b + M 4- b 2 x 2 -f • • • + box" = 0, 
wo a , a^'-am und b , b^-'bn beliebige Folgen oder Funktionen 
der andern XJnbekannten find, kann man die XJnbekannte x entfernen 
oder eliminiren und erhalt die Gleichung- 

m-J-n 

[ u 1 u 2 u 3 ---u m + „] = 0, 
aus welcher x entfernt ist, und in welcher 

u a = a a _iei + a a _ 2 e 2 + •  + a ea + l>a-i©ii-H + b a _ 2 e n+2 + " " + k e n _|_ a 
ist, wo e,, e 2 , — e m _j_ n gegenfeitig freie Einheiten find. 

Be we is. Man vervielfache die erstere der gegebenen Gleichungen 
nach und nach mit den n Zahlen 1, x, x 2 , x 3 , •••x n ~ 1 , die zweite 
nach und nach mit den m Zahlen 1, x, x 2 , x 3 ,* • x m — 1 , fo erhalt man 
die m -f" ll Gleichungen 

(1) a + a x x + a 2 x 2 -\- • • -}- a m x m 

(2) a^x 4- ajx 2 4- • • 4- a m _ xx m 4- a m x m + 1 



(n) a^ 11 - 1 4- aiX n + • • • 4- amx^ 11 " 1 

(n 4- 1 ) b 4- b t x + b 2 x3 4- • • 4. b n x n 

(n 4- 2) 4- b x 4- b lX 2 4---+ b n _!X u 4- b n x n + 1 



(m 4- n) box™- 1 4- b,x m + 4- bnx n, + n - 1 

fammtlich gleich Null. 
Hier vervielfachen wir jede der m + n Gleichungen, und zwar 
(1) mit ei, (2) mit e 2 ^ u. f. w. bis (m 4- n) mit e m + n , wq 
€i, e 2 ,-*-e m + n gegenfeitig fret find und fetzen 
&o e i 4- b e n+ i = Ujl 

a^ 4- a-o^ 4- bien + x 4~ h e n ^_ 2 = «2 u. f. w. 

a^-iei 4- a a _ 2 e 2 + • •  4" a e a -f b a _ie n+1 4- b a _ 2 en-j- 2 + •  • + boe n + a = u a . 

9* 
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Dann erhalt man 

u, + u 2 x+ u 3 x2 + ---+ u m + n x ra + n - 1 = 0. 
Flacht man diefe Gleichung mit den Fachen u 2 , u 3 ,--u m _|_ n , fo erhalt 

m-f- n 

man [ 1^112113 • ••Um-j-J = 0, da alle Flache, welehe zwei gleiche Fache 
oder Faktoren enthalten, Null werden, und hier find alle Hohen 
von x entfernt, und bat man demnach die Gleichung, aus welcher x 
entfernt ist. 
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Das Gebaude des Wissens hat fich die Aufgabe gestellt, eine streng wissen- 
Bchaftliche, zugleich aber fiir jeden Gebildeten verstandiiche Darstellung aller der 
Wissenschaften zu geben, welche notwendig find, um die Einheit des mensch- 
lichen Wissens zu erfassen, bis in die Tiefe des menschlichen Wissens, bis zu 
der Wefenheit der Dinge hinabzusteigen, alle Widerspriiche, welche noch in den 
einzelnen Wissenschaften herrschen, zu entfernen, eine Uebereinstimmung und 
Harmpnie aller Wissenschaften herzustellen und damit ein streng wissenschaft- 
liches, Wefentliches und widerspruchfreies Wissen uberhaupt zu ermoglichen. 

Dasfelbe ist im Ganzen auf 10 Bande, oder, da zwei derfelbeh Doppel- 

bande iind, auf 12 einfache Bande berechnet, von denen 10 einfache Bande be- 

reits erschienen find, fo dass nur noch 2 einfache Bande des Gebaudes fehlen, 

welche auch in Kurze erscheinen werden. 

' Es ist yon einzelnen Fachgelehrten gegen dies Gebaude des Wissens der 

i Einwand erhoben worden, diefe Aufgabe fei eine zu weit umfassende und fiihre 

I zur Oberflachlichkeit. Jeder wissen schaftliche Mann musse fich auf eine be- 

;- grenzte Sphare der Wissenschaften beschranken-, nur in einem begrenzten Gebiete 

; k5nne er Bedeutendes leisten. Der Verfasser erkennt die Wichtigkeit einer 

\ Teilung der Arbeit voll an. Diefes Anerkenntniss der Wichtigkeit der geteilten 

* Arbeit steht aber nicht im Widerspruche mit der Forderung, ein einheitliches 

* Gebaude des menschlichen Wissens herzustellen } im Gegenteile, es fordert das- 
felbe. Auchi in jeder Werkstatt, auch in jedem Staate, auch in jedem Heere 

^ kann das Gesch&ft, kann das Volk, kann die Kriegskunst nur gedeihen, wenn 

die Arbeit geteilt wird; aber fchlte es in der Werkstatt an dem leitenden Ge- 
schaftsfuhrer, fehlte es im Staate an einer einheitlichen Obrigkeit, fehlte es im 
Kriege an dem Generalstabe : fo wtirde die Teilung der Arbeit aliein auch nicht 
nutzen. Die Teilung der Arbeit erfordert im Gegenteile, dass fich bestimmte 

j ICrafte mit dem Teile der Arbeit befassen, der die Leitung des Ganzen betrifft. 

! Und fo auch bei den Wissenschaften. 
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Anch in jeder einzelnen Wissenschaft giebt es eine Teitung der Arbeit 
Der eine Gelehrte nntemlmmt bestimmte VerAiche auf einem Gebiete, der andre 
auf eineni andern Gebiete, und dies iat ein Segen, ce ist eine Notwendigkeit fUr 
die Wissenschaft; wilrde nun aber Niemand eine D&rstelliwg der ganzen Wissen- 
schaft nnternehmen nnd das Zerstreute und Vereinzelte in ein Lehrbuch oder 
Handbnch der Wissenschaft zufammentragen, To wilrde dies ein groser Schade 
far die Wiasenschaft fein. Die einzelnen Gelehrten wQrden in Eiufcitigkeiten ge- 
raten, maneherlei Irrtttroer wttrden fich in der Wissenschaft breit niaehen, die 
Wiasenschaft felbst aber wilrde wenig Verbreitnng finden, da nnr wenige Gelehrte 
alle die einzelnen Unterfnchungen verfolgen konnten, die Wissenschaft wilrde 
daher ohne Einfluas auf die grose Menge fein und viel ron ihrem belebenden 
nnd geistig fordernden EinfLusse verlieren. Die Darstellung der ganzen Wissen- 
schaft als einer Einheit ist miihin in jeder Wissenschaft eine Notwendigkeit 

Ebenfo ist abet auch das Geb&ude des Wissena eine Notwendigkeit fiir daa 
Gedeihen der Wissenschaften. Das menschliche Wissen bOdet nun einmal eine 
Einheit Wie es nnr eine Welt, nur eine Wahrheit giebt, fo giebt es anch nur 
ein menschlichea Wissen von der Wahrheit. Jede einzelne Wissenschaft hat nur 
foviel Wahrheit, als fie in die Einheit des menschlichen Wissens eingedrnngen 
ist nnd an derfelben Teil nimmt. Jeder Gelehrte, der nnr eine einzelne Wissen* 
schaft treibt, bleibt in alien Spharen menschlichen Wissens, welche auserhalb 
feiner Wissenschaft liegen, unwiaaend, hat von den Tatfachcn in jenen Spharen 
nur halbwahre, zum Teile felbst recbt unreife Anfichten. Diefe feinc nur halb- 
wahren Anfichten beziehen fich auf die zahlreichen auserhalb feiner Wissenschaft 
liegenden Gebiete. Es kann nicht fehlen, dasa er von diefen nnreifen Anfichten 
auch einzelne in feine Wissenschaft hineintrfigt und dieie dadurch triibt, Dazu 
fiihrt diefe Beschranktheit des Standpunktee leicbt in einer einfeitigen Ueber- 
schStzung der eignen Wissenscliaft und an einer Verkennung des hohen Wertes 
der andern Wisaenschaften, zu einer gegenfeitigen AnTeindung, zn einem Kampfe 
der verschiedenen Wissenschaften, der den Feinden dea Wissens willkommne 
WaJTen in die Hand gegeben, der Wissenschaft felbst aber fehr gesrkadet hat. 

Aber anch innerlialb der einzelnen Wissenschaft hat der Mangel eines 
Gebiindes des Wissens maneherlei Schaden angerichlet nnd die Wissenschaften 
vielfach gehemmt Es fehlt der Zufammenhang der Wissenschaften; die Ent- 
deckungen in der einen Wissenschaft bleiben ohne Einfluss auf die andern 
Wissenschaften. Gerade hierin zejgt fich die grose Bedeutung, welche ein Ge- 
baude des Wissena flir die einzelnen Wissenschaften befitzt. Niemand wird den 
grosen Einfluss lengnen kiinncn, welchen Alexander von Humboldt ant die 
Naturwissenschaften gehabt hat; er verdankt diefen Einfluas, diefe grose Forde- 
rung fast aller Naturwiasenschaften vornehmlich dem Umstande, dass er die ver- 
schiedenen Wissenschaften verband nnd die Entdeckungen der einen Wissenschaft 
fur die andern Wissenschaften nutzbar machte. 

Jede Wissenschaft, welche nicht auf die Einheit dea Wissens zurUckgeht, 

bleibt in einer gewissen OberflSchlichkeit und Ungenanigkeit Die Prlifnng, ob die 

p n ™„.foi,„„~,^ m (jep Wissenschaft richtig, ob die anfgestellten Begriffe und 

harf und unzweidentig, ob der Weg dea Vorschreitens (die Me- 

lenschaft ein atreng wiaaenschaftlicher fei, kann nur vorgenommen 

man auf die Einheit des Wissens zuriickgeht und eine streng 
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wissenschaftliche Wissenslehre zu Grunde legt. Jede einzelne und auf fich felbst 
angewiefene Wissenschaft, welcher diefe wissenschaftliche Bafe fehlt, hat irrige 
Vorausfetzungen, unklare, verworrene Begriffe und grosenteils ganz unwissen- 
schaftliche Wege oder Methoden und kommt daher auch zu irrigen, unklaren 
und unwissenschaftlichen Folgerangen und Schliissen. Die einzelnen Wissen- 
schaften bleiben daher in ihrer Vereinzeltheit auf einem beschrankten Standpunkte 
stehen und verfallen in mannigfache Irrtiimer. Fiir die Zweige der Sittenlehre 
und der Staatslehre, wie fiir die Zweige der Gotteslehre kann dies Niemand 
leugnen. Ebenfo gilt dies aber auch fiir die Zweige der Philofophie und felbst 
der strengen Naturwissenschaften. Auch in der strengsten diefer Wissenschaften, 
auch in der Phyfik machen iich noch vielfach Widerspruche und Irrtiimer zum 
Schaden der Wissenschaft breit, fo z. B. in der Lehre vom Ether, in der Lehre 
von der Undurchdringlichkeit und der Gestalt der Atome u. f. w. Diefe Wider- 
spriiche mttssen gelflf t, diefe Irrtiimer befeitigt werden, die Wissenschaften milssen 
einander genahert, die Entdeckungen einer Wissenschaft fiir die andern nutzbar 
gemacht werden*, das Gebaude des Wissens ist demnach eine Notwendigkeit. 

Der Erste, welcher ein Geb&ude des Wissens aufgestellt hat, ist der Grieche 
Aristoteles (384 bis 322 v. Chr.), alfo vor mehr als 2000 Jahren, gewefen, und 
Niemand wird ihm den Vorwurf der Oberflachlichkeit machen k5nnen; im 
Gegenteile, alle folgenden Geschlechter haben von ihm denken gelernt; er hat 
Jahrtaufende lang einen beherrschenden Einfluss geiibt, wfthrend die Arbeiten 
der Fachgelehrten jener Zeit, welche nur kleine Gebiete des Wissens bearbeiteten, 
grosenteils der Vergessenheit anheimgefallen find; felbst heute noch k5nnen wir 
von ihm lernen. Die Mflglichkeit, dass ein einzelner Mann ein Gebaude des 
Wissens aufstellen k6nne, ist alfo bewiefen; der Wert eines folchen Gebaudes 
fiir alle Wissenschaften unbestreitbar. Ohne ein folches streng wissenschaftliches 
Gebaude des Wissens fehlt es an einer Einheit des Wissens, werden einige Zweige 
des Wissens fich lebhaft entwickeln, w&hrend andre zurttckbleiben, werden die 
erstern ein ungeh5riges Uebergewicht erhalten*, der ganze Materialismus der Neu- 
zeit, die fehr unwissenschaftlichen, felbst albernen Theorien der Sozialdemokraten 
verdanken diefem Uebelstande ihren Ursprung. Ohne ein folches streng wissen- 
schaftliches Gebaude des Wissens bleiben die verschiedenen Wissenschaften ohne 
Verbindung, ifolirt und kdnnen nicht befruchtend auf einander einwirken; der 
deutsche Professor, welcher, in fein Spezialfach vergraben, dem ganzen Leben 
fremde ist, zeigt uns die Frucht diefer Ifolirung. Ohne das Gebaude des Wissens 
bleiben auch die ifolirten Wissenschaften oberflfichlich, felbst die strenge Ph3 7 fik, 
ja bleiben in Widersprttchen und unwahren Theorien befangen, wic wir dies bei 
den einzelnen Wissenschaften fehen werden. Daa Gebaude des Wissens ist alfo 
fiir die gefammten Wissenschaften eine Notwendigkeit. 

Das Gebaude des Wissens umfasst nun aber fiinf Gebiete: 

I. Die Wissenslehre oder Philofophie. Zwei Doppelb&nde oder vier 
einfache Bande. 

II. Die Lebenslehre oder Biologie. Zwei Bande. 
III. Die Sittenlehre oder Ethik. Zwei Bande. 
TV. Die Staatslehre oder Politik. Zwei Bande und 

V. Die Gotteslehre oder Theologie. Zwei Bande. 

1* 
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Jedes diefer Gebiete und in jedem Gebiete jeder Band ist fo gearbeitet, 
dass jeder Band fur fich kauflich und fur jeden Gebildeten verstandlich ist, ohne 
Vorkenntnisse vorauszufetzen. Wo dadurch das Verstandniss erleichtert wurde, 
find anschauliche Zeichnungen beigefiigt. Unentbehrliche mathematische liech- 
nungen find in die Anmerkungen verwiefen. (Nur ein Band, die strenge Denk- 
lehre enthaltend, schreitet durchweg in Formeln vor). Die Schrift ist gros uud 
deutlichj die Anmerkungen find in der Schrift diefes Prospektes gedruckt. Jeder 
Band ist ferner mit eignem Vorworte und mit eignem Register verfehen. 
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"Wissenslehre oder Philofophie 

von. 

Robert Grassmann. 

Zwei Doppelbande (CXIII. 1830 Seiten) 8™ Stettin 1890. 
Preis der 2 Doppelbande 30 M, 
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Der Verfasser iibergiebt den geehrten Zeitgenossen in feiner Wissenslehre 
oder Philofophie die Frucht einer funfzigjahrigen Arbeit. Aus einer mathe- 
matisch-phyiikalischen Familie entsprossen, hat er auf dem Gymnafium Mathematik 
und Phyfik, dann, angeregt durch das Studium der platonischen Schriften, auf 
der Univerfitat Philofophie und Theologie, demnachet die Schriften des Aristo- 
tele"s und die hohere Mathematik studirt und fich im Jahre 1840 das Zeugniss 
der unbedingten facultas docendi in Philofophie und Theologie, in Mathematik 
und Phyiik erworben. Seit jener Zeit hat er fiinfzig Jahre lang taglich fich 
4 bis 8 Stunden der Aufgabe gewidmet, ein streng wissenschaftliches Gebaude 
der Philofophie aufzufuhren. 

Mit aufrichtiger Bewunderung und Hochschatzung hat der Verfasser stets 
das Streben der Philofophen anerkannt, dem niedern Materialismus gegenuber 
das .geistige Leben des Menschen.zur Geltung zu bringen.und die idealcn Gtiter 
der Menschheit zu kultiviren; er halt es fur feine Pflicht, diefe Anerkennung 
unumwunden ftffentlich auszusprechen, wenn er fich auch nicht verhehlen kann, 
dass der Weg, auf dem die neuern Philofophen bisher vorgegangen find, nicht 
ein streng wissenschaftlicher genannt werden kann, Im Gegenteile, die Philofophie 
entbehrt zur Zeit noch der streng wissenschaftlichen, von Allen anerkannten 
Satze und Gefetze. Jeder felbstandige Philofoph der Neuzeit verwirft die 
philofophischen Systeme feiner Vorganger und stellt ein eignesSystem auf, 
welches von feinen Nachfolgern abermals verworfen wird:. gQwiss ejjx schlagen- 
der Beyveis, dass es zur Zeit noch an einer streng .: wissenschaftlichen, von Allen 
anerl^apnten Darstellung; der Philofophie fehlt. ^ , - - r 

Wahrend Mathematiker und Phyfiker langst zu einemi fipMrn^isaen in 
einzelnen Zweigen der Wissenschaften gelangt find und dadurch in der Technik, 
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in Dampfwerken, Eifenbahnen u. f. w. die glanzendsten Erfolge erzielt haben, 
bewegen flch die Philofophen noch immer felbst in der Logik in bedenklichen 
Trugschliissen und kttnnen keine Satze aufweifen, welche von alien Philofophen 
anerkannt And. Selbst Imraanuel Kant, feit Pldton der groste Kritiker, hat es 
in feinen Schriften nicht zu einem pofitiven Wissen, nicht zu einer streng wissen- 
schaftlichen Erkenntniss bringen kflnnen. Ein folcher Zustand der Philofophie 
aber ist ein Uebelstand, unter dem alle Wissenschaften notwendig leiden. Alle 
Wissenschaften entbehren, folange es an einer streng wissenschaftlichen Philo- 
fophie mangelt, in vielen Beziehungen noch einer strengen Wissenschaftiichkeit, 
leiden an innern Widersprttchen, aus denen He fich nicht zu befreien wissen. 
Andrerfeits hat iich durch das Uebergewicht der Natur wissenschaften und durch 
den gewaitigen Einfluss, welchen diefelben auf alien Gebieten des menschlichen 
Lebens aus&ben, in neuester Zeit erne materialistische Zeitrichtung geltend ge- 
macht, welche die grftsten Gefahren fiir die menschliche Gefellschaft bietet. Die 
Aufgabe, der Philofophie eine streng wissenschaftliche Gestalt zu geben, ist auch 
aus diefem Grunde das wefentlichste Bedttrfniss unferer Zeit. 

Aber diefe Aufgabe, das erkannte der Verfasscr bald, ist nur zu lflfen, 
wenn der Philofoph feinem Denkcn wieder die wissenschaftliche Scharfe und 
Sicherheit giebt, welche jeden Trugschluss und Irrtum ausschliest und den Geist 
des Menschen zu den schwierigsten Denkoperationen befahigt. Der Verfasser 
fnchte alfo zunachst feinem Denken diefe wissenschaftliche Scharfe und Sicher- 
heit zu gewinnen. Glucklicherweife fand er bei diefem Verfuche eine ausge- 
zeichnete Unterstiitzung an feinem Bruder, dem verstorbenen Professor Dr. Her- 
mann Grassmann, bekannt als ausgezeichneter Sprachforscher und Sanskritist und 
ebenfo als bedeutender Matheuiatiker und Phyfiker. Beide Brilder haben in den 
Jahren 1840 bis 1860 gemeinfam philofophische Grammatik, Arithmetik und 
Ausdehnungslehre, Logik und Kombinationslehre bearbeitet, und fich dadurch 
die geistige Scharfe erworben, ohne welche die obige Aufgabe nicht gel&ft 
werden kann. Der Verfasser verdankt feinem verstorbenen Bruder aus jener 
Zeit vielerlei Anregung und Belehrung. Die gewonnene Scharfe und Sicherheit 
des Denkens benutzte der Verfasser vor AUem, um die Wissenslehre oder 
Philofophie, das Fundament fiir das Gebaude des Wissens, auszuarbeiten, welche 
1890 erschienen ist. Diefe Wissenslehre oder Philofophie besteht aber aus vier 
einfachen Banden: 

Erster Band: Die Geschichte der Philofophie und die Sprachlehre. 

Zweiter Band: Die Denklehre. 

Dritter Band: Die Erkenntnisslehre. 

Vierter Band: Die Wefenslehre. 
Von diefen vier Banden behandeln die beiden ersten das auf die Philofophie 
vorbereitende Wissen, welches die Formen der Sprache und die Formen des 
strengen, einwertigen Denkens entwickelt, kurz das Verstandeswissen. Dagegen 
behandeln die beiden letzten Bande das Wissen der eigentlichen Philofophie, 
welches die Methoden fiir die Erkenntniss der Ausenwelt entwickelt und dem- 
nachst die verschiedenen Wefen der Ausenwelt, ihre Krafte und Bewegungen, 
ihre gegenfeitigen Einwirkungen und ihr gemeinfames Leben betrachtet _und die 
G fetze fur dasfelbe entwickelt. 



M 
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R* Orasimann, Die Geschichte der Philofophie and erste 
Einleitung in die Philofophie (XXXVI. 120 Seiten) Stettin 1890 (Preis 
2,50 M.) Der Verfasser behandelt hier die Geschichte der Philofophie in ganz 
neuer, eigentiimlicher Weife. Er giebt bei den einzelnen Philofophen nicht ihr 
System, welches von den folgenden Philofophen wieder verworfen wird und 
daher keinen bleibenden Wert hat, fondern er unterfucht bei jedem Philofophen, 
welche neuen Wahrheiten oder Gefetze durch ihn fur die Menschheit gewonnen 
und bleibend erhalten find, fo dass He auch jetzt noch der Wissenslehre oder 
Philofophie zu Gute kommen. Demnachst unterfucht er, wie das Kind in der 
vorsprachlichen Zeit zu Sinneseindrucken und durch diefelben zur Erkenntniss 
des Ichs und der Ausenwelt gelangt. 



ft. Grassmann, Die Sprachlehre, d. h. die Lehre vori den Arten 
der Laut-, Wort- und Satzbildungen, welche dem Menschen mSglich find, von 
ihren Formen und Gefetzen (XII. 216 Seiten) Stettin 1890 Preis 3,50 M. 

Schon im Friihlinge des Jahres 1842 hatten die beiden Gebriider Grass- 
mann gemeinfam eine deutsche Sprachlehre bearbeitet, welche vom Bruder Her- 
mann Grassmann im Programme der Ottoschule. unter dem Titel „Grundriss der 
deutschen Sprachlehre" Stettin 1842 herausgegeben ist. Eine weitere aber mehr 
elemcntare Gestaltung fand diefelbe in dem „Leitfaden der deutschen Sprache 
von H. und R. Grassmann" Stettin 1846 u. f. w. 

Seit jener Zeit hat der Verfasser grose sprachliche Studien gemacht. Die 
Sprachgeschichte des Verfassers, d. h. die Geschichte von der Entwicklong der 
Worte, der Wortformen und ihrer Bedeutungen in den geschichtlichen Sprachen 
wird demnachst in 6 Banden erscheinen und die Entstehung und Entwicklung 
der fammtlichen Worte und Wortformen der vedischen, griechischen, lateinischen 
und neuhochdeutschen Sprache, und ebenfo die der uberwiegenden Mehrzahl 
der Worte und Wortformen der 6 romanischen und der 12 andern deutschen 
Sprachen nachweifen. Gesttttzt auf diefe Arbeit und auf zahlreiche phyfiologische 
Verfuche hat nun der Verfasser die Sprachlehre wiederholt ausgearbeitet Die 
einleitende Lautlehre behandelt fammtliche Laute und Lautverbindungen, welche 
dem Menschen moglich find, anschliesend an die Studien der Sanskritgrammatiker 
und an die phyfiologischen Verfuche. Die eigentliche Sprachlehre lehrt una die 
Begriffsbildung und weift nach, wie die verschiedenen Formen der Worter und 
Wortarten aus ihrer Stellung im Satze und aus dem Bestreben hervorgehen, die 
Gedanken klar und bestimmt fiir jeden Menschen verstandlich zu gestalten. 

Die Gefetze, welche alien Sprachen gemeinfam find, alle Arten der Laut-, 
Wort- und Satzbildungen, welche dem Menschen moglich find, werden in diefer 
Sprachlehre in streng wissenschaftlicher und allgemein gultiger Weife in ihren 
Formen und Gefetzen entwickelt. Und an diefe Lehre von den Satzen schliest 
fich dann eine Styllehre, welche dem Lefer eine Anleitung bietet, wie er eine 
gegebene Aufgabe durchdenken, die Beobachtungen heranziehen, die Gedanken 
erfinden und disponiren, den Auffatz ausarbeiten und stylistisch korrigiren kann. 
An Vorarbeiten fehlte es hier fast ganzlich*, denn die jetzigen Stylistiken mit 
ihren Gemeinplatzen (loci communes) bieten nur Anleitungen zum leeren Ge- 
schwatz, zum Wiederkauen gelefener Gedanken und geben anch nicht die ge» 
ringste Anleitung zum eigenen Denken und Beobachten. Eine philofophische 
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Grainmatik, welche Anleitung zum eigenen, und zwar klaren and fichern Denken 
und zum Finden der entsprechenden sprachlichen Ausdriicke giebt, musste der 
crate Schritt fein beim Aufbau einer wissenschaftlichen Wissenslehre oder Phi- 
lofopbie. 



R. OraMnUkBH f Die Denklehre oder die Lehre von den Arten der 
wissenschaftlichen Denkakte und Verknttpfungen, welche dem Geiste des Menschen 
mOglich find, von ihren Formen und Gefetzen in strenger Formelentwicklung 
(XLVI. 582 Seiten) Stettin 1890 Preis 9,80 M. 

In der Sprache hat jedes Wort noch eine mehrfache Bedeutung und giebt 
dahcr zu Verwechfelungen Anlass. In der strengen Wissenschaft dagegen 
(z. B. in Mathematik, Logik, in Naturwissenschaften und Staatsgefetzen) muss 
jeder Begriff einwertig bestimmt fein, fonst find Verwechfelungen und Trug* 
schlttsse, Irrtttmer und Fehler aller Art unvermeidlich. Aber bis jetzt existirte 
auch nicht ein Werk, welches diefen Forderungen genUgte*, felbst in der Logik 
und in der Mathematik herrschen noch Trugschliisse und Zirkelschlttsse der ge- 
f&hrlichsten Art und wandern aus einem Buche ins andre, ohne dass die Ver- 
fasser die groben Fehler ihres Verfahrens bemerken*, eine strenge Form der 
Wissenschaft existirt hier noch nicht. Hier gait es ganz neue Bahnen zu be- 
treten, und hier ist es gewefen, wo der Bruder des Verfassers und der letztere 
felbst in gemeinfamer Arbeit 1855 und 1856 zuerst die Fehler ausgemerzt und 
eine neue ganz strenge Form eingefQhrt haben. „Das Lehrbuch der Arithmetik 
fiir hfthere Lehranstalten von Hermann Grassmann" Berlin 1861 zeigt, wie der 
Bruder in der Vorrede felbst angiebt, die aus diefer gemeinfamen Arbeit ent* 
sprungene Frucht, „die Formenlehre oder Mathematik von Robert Grassmann 
in 5 Biichern" Stettin 1872 zeigt eine zweite Entwicklungsstufe der Arbeit, die 
vorliegende „Denklehre von Robert Grassmann" Stettin 1890 zeigt die Denk- 
lehre in ihrer jetzigen Vollendung. 

In der Denk lehre unterfucht der Verfasser alle Arten wissenschaftlicher 
Denkakte und Verknfipfungen, welche dem Geiste des Menschen mftglich find*, 
er weift nach, dass es keine weitern Arten des wissenschaftlichen Denkens 
geben kann und entwicMt die lammtlichen Formen und Gefetze des wissen- 
schaftlichen Denkens in 1230 S&tzen. Der Verfasser giebt hier zum ersten Male 
in der allgemeinen Denklehre (nach Leibniz Grdsenlehre genannt) die alien 
Zweigen des Denkens gemeinfamen Gefetze in ganz elementarer Form und leitet 
hieraus einerfeits die vier mathematischen Wissenschaften : Zahlenlehre und 
Funktionenlehre. Ausdehnungslehre und Erwciterungslehre bis in ihre httchsten 
Entwicklungszweige und andrerfeits die vier logischen Wissenschaften: Logik und 
Tropik, Kombinationslehre und Spekulationslehre wieder bis in ihre httchsten 
Entwicklungszweige in streng wissenschaftlicher Weife ab. 

Alle diefe Zweige menschlichen Denkens, felbst die mathematischen er- 
scheinen hier zum ersten Male in ganz strenger Form ohne jeden Trugschluss 
und unter Fernhaltung aller Fehler. Vor allem aber And es die logischen 
Wissenschaften, welche hier zum ersten Male streng wissenschaftlich entwickelt 
werden. Alle frUheren Legiken find auf Trugschliisse der gef&hrlichsten Art 
erbaut und gewOhnen die Lefer an Trugschlasse^ wie dies der Verfasser in der 
Denklehre wiederholt nachweift Der Verfasser will hier die angehenden Phi- 
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fophen an strenges einwertlges Denken gewflhnen, ohne welche eine Wissenschaft, 
namentlich aber eine wisaenschaftliche Philofophie 'unmflglich ist. 

Wer nur die logischen Wissenschaften ohne die mathematischen Wissen- 
schaften kennen lernen will, der findet eine streng wisaenschaftliche Darstellung 
derfelben in R. Grassmann Die Logik und die andern logischen Wissenschaften 
Stettin 1890 (364 Sutze). Nur, wei iich an ein streng wissenschaftliches Denken 
gewfthnt hat, darf hoffen, auch in der Erkenntniss der Ausenwelt zu allgemein 
gultigen Satzen und Gefetzen zu gelangen, welche von Niemand bestritten werden 
konnen, fondern der Menschheit fur alle Zeiten erworben iind. 

Fttr diejenigen Philofophen und Mathematiker, denen der trockne Weg der 
Formelentwicklutig unbequem ist, fowie fur alle die, welche iich durch philo- 
fophische Betrachtung eine Freiheit iiber die Formelentwicklung erwerben und 
die Formeln felbstandig ableiten, die Gefetze und deren Beweife felbst erfinden 
wollen, wird der Verfasser noch eine Denklehre und eine Logik in freier Ge- 
dankenentwicklung erscheinen lassen. Die Lefcr werden, wenn lie dann beide 
Ausgaben der Denklehre bez. der Logik vergleichen, zu der vollen Ueber- 
zeugung gelangen, dass es keinen andern als den in diefer Denklehre einge- 
schlagenen Weg giebt und geben kann, urn zu einem strengen wissenschaftlichen 
Denken zu gelangen. 



B. ftraftftmann Die ErkenntnUslehre oder die Lehre von den 
Arten der wissenschaftlichen Forschung, welche dem Menschen moglich find, urn 
ein ficheres, allgemeingilltiges Wissen von den Formen und Gefetzen der Ausen- 
welt zu erlangen. (X. 284 Seiten) Stettin 1890. Preis 4,50 M. 

Der Verfasser hat die in der Sprachlehre und in der Denklehre gewonnene 
Gewandtheit und Sch&rfe des Geistes benutzt, um demnachst auch die Gefetze 
der Ausenwelt und zwar fowohl der Korper, als auch der Geister zu erforschen. 
Hier traten dem Verfasser aber ganz neue und ungeahnte Schwierigkeiten ent- 
gc^en. 

Wollte der Verfasser feine 4ufgabe lofen, fo musste er alle Zweige der 
Naturwissenschaften: Statik und Mechanik, Experimental - Ph) T fik und mathe- 
matische Phyfik (und zwar Lichtlehre und Warmelehre, Elektrizitfit und 
Magnetismus), Chemie und Mineralogie, Pflanzenphyfiologie, wie Anatomie und 
Phyfiologie dei Tiere, fo musste er ebenfo alle Zweige der Sittenlehre und 
Staatslehre und endlich auch alle Zweige der Gotteswissenschaft studiren und 
praktisch durchmachen. Nur, wenn er mit Gottes Hiilfe ein hohes Alter erreichte, 
konnte er hoffen, dies Ziel zu erreichen ; starb er friiher, fo war alle Arbeit um- 
fonst gewefen. 

Aber auch das Studium aller diefer Zweige geniigte allein noch nicht In 
alien diefen Wissenschaften nfimlich, auch in den exakten, herrschen zur Zeit 
noch die bedenklichsten Widerspriiche, welche gar nicht neben einander besteheu 
kftnnen und ein strenges Wissen ganz unmoglich machen. So foil, um nur ein 
Beispiel aus der exakten Wissenschaft, der Phyfik, anzufuhren, der Ether einer 
feits gewichtslos, imponderabel fein, und follen doch andrerfeits die Schwiugungen 
des Evhers im Sonnenlichte die gewaltigsten Wirkungen auf Erden hervorbringen 
und die Urfache aller Winde und Regen, wie alles Pflanzenwuchfes und Tier- 
lebens fein. Und obwohl diefe Lehren fich schlechthin widersprechen und un- 
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mbglich ncben einander bestehen kflnnen, werden doch beide gelehrt, ohne dass 
jemand bisher im Stande gewefen ist, diefen Widerspruch zu lftfen. Solcher 
Widersprftche aber giebt es noch gar viele in alien Zweigen der Wissenschaften, 
felbst den exakten. In den Wissenschaften der Sittenlehre, Staatslehre und 
Gotteslehre aber herrscht zur Zeit noch ein folches Heer von Widersprtichen 
und Unklarheiten, dass es felbst noch an jeder strengen Wi9senschaft fehlt. 

Wollte der Verfasser alfo die eigentliche Philofophie, d. h. die Erkennt- 
nisslehre und Wefenslehre streng wissenschaftlich gestalten kSnnen, fo musste er 
zun&chst alle diefe Widersprftche I5fen, alle Unklarheiten entfernen, kurz fo 
musste er erst alle diefe Wissenschaften durchmachen und jede derfelben von 
den Widersprftchen befreien und streng wissenschaftlich gestalten. Erst nach 
jahrelanger Arbeit konnte ihm dies gelingen und erst nach mehren Jahrzehnten 
is* es ihm wirklich gelungen diefe Aufgabe zu ldfen. 

Selbst filr die Phyfik, die exaktcste und die bestbearbeitete aller Natur- 
wissenschaften ist es dem Verfasser erst nach jahrelanger Arbeit gelungen, die 
vorhandenen Widersprftche zu l6fen, alle Erscheinungen auf die einfachen Wefen 
und ihre Kr&fte zurftckzuffthren und aus diefen alle Eigenschaften der Korper 
und ihre Gefetze abzuleiten. Die vier Arbeiten des Verfassers: „Die Weltwissen- 
schaft oder Phyfik I (XI. 90 Seiten)" Stettin 1862, „Die Weitwissenschaft oder 
Phyfik I" (XII. 116 Seiten) Stettin 1872, „Das Weltleben oder die Metaphyfik" 
(XXIV. 350 Seiten) Stettin 1881, und „Die Wefenslehre oder Ontologie" Stettiu 
1890 zeigen uns die Stufen des Fortschrittes in der Ergrundung diefer Krafte. 
Erst nachdem die Hauptschwierigkeiten im Weltleben 1881 uberwunden waren, 
konnte der Verfasser auf der gcwonnenen Bafe und uivter Benutzung der zahl- 
reichen Arbeiten auf den betreffenden Gebieten, welche er feit 1840 verfolgt 
hatte, wie nach zahlreichen eignen Verfuchen „Das Pflanzenleben oder die 
Phyfiologie der Pflanzen" (XII. 301 Seiten) Stettin 1882 und „Das Tierleben 
oder die Phyfiologie der Wirbeltiere und des Menschen u (XIII. 633 Seiten) 
Stettin 1883 streng wissenschaftlich, unter Widerlegung zahlreicher grober 
Irrtumer gestalten, und im Buchhandel erscheinen lassen. 

Bei der Menschenlehre oder Anthropologic boten dem Verfasser das 
Gefetz der Freiheit des Geistes und die Fahigkeit geistiger Entwicklung bez. 
Entartung liberaus grose Schwierigkeiten. Erst, nachdem es ihm gelungen war, 
das Gefetz der geistigen Freiheit zu entdecken, in Formeln darzustellen und zu 
beweifen, die Grenzen diefer Freiheit zu ermitteln, die Gefetze des Vorstellens 
und Denkens, des Bewegens und Wirkens, und damit die Gefetze der Gedacht- 
msskunst und der Uebung, der Gewohnung und Meisterschaft in der Arbeit 
nachzuweifen, konnte es ihm gelingen, eine streng wissenschaftliche Darstellung 
der Menschenlehre zu geben. Noch im Jahre 1877 musste er die bereits ge- 
druckte Auflage des.Werkes „Die Menschenlehre oder Anthropologic" (X. 162 
Seiten) Stettin 1877, weil fie ihn nicht befriedigte, zuriickzieheu. Das ganze 
Werk musste nochmals umgearbeitet werden und erschien nun erst als „ Menschen- 
lehre oder Anthropologie" (XXIV. 432 Seiten) Stettin 1884, hat nun aber auch . 
znm Teil begeisterte Anerkennung gefunden. Auf der Bafe diefer Arbeit und 
gegrundet auf die Gefetze des Geistes konnte dann auch „Die Verkehrslehre oder 
die Lehre vom Haufe und vom Gewerbe" (IX. 396 Seiten) Stettin 1890, welche 
die Gefetze fttr alle Zweige der menschlichen Gewerbe darstcllt und w Die Staats* 
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lehre oder Politik 2 Bande" (XVIII. 1139 Seiten) Stettin 1890, welche eingehend 
alle Zweige (Ministerien) des Staatslebens behandelt und die grdste Anerkennung 
gefunden hat, erscheinen. 

Die Gotteslehre bot demn&chst abennals grose Schwierigkeiten. Hier 
gait es, der Lehre, welche von den Theologen nicht auf ein Wissen, fondern 
auf einen Glauben (fei es an die Bibel, fei es an eine Tradition oder an die 
Autoritat einer Ferfon, wie der Papst bez. Mohamed) gegrttndet wird, eine ebcn- 
fo streng wissenschaftliche Bafe zu geben, wie fie die Phyfik befit zt. Hier hat 
der Verfasser zweimal feine schon gedrackten Arbeiten verworfen and erst jetzt 
„Die Gotteslehre, Erstes Buch* (XXII. 257 Seiten) Stettin 1890 eroeheinen 
lassen. 

Fassen wir dies alles zufamtnen, fo hat der Verfasser nach dem Vorbilde 
des Aristoteles erst ein ganzes Gebaude des Wissens aufstellen mussen, ehe 
er fich an die letzte Ausarbeitung der eigentlichen Philofophie d. h. der Er- 
keniitnisslehre und Wefenslehre heranwagen konnte. 

Alle bisherigen Erkenntnisslehren . der Neuzeit streben eine philofophische 
Wissenschaft an ohne jede Vorbereitung im streng wissenschaftiichen Denken, 
ohne jede Ahnung, wie man uberhaupt und namentlich in der Philofophie zu 
einem streng wissenschaftiichen Wissen von der Ausenwelt gelangen kann, und 
fehen hochmiitig auf die Wissenschaften herab, welche wie die Phyfik bereits 
ein folches ficheres Wissen erlangt und damit den grttsten Einfluss auf die 
Menschheit gewonncn haben. Der Verfasser konnte daher die bisherigen Er- 
kenntnisslehren gar nicht benutzen, fondern musste ganz andere Wege einschlagen. 
Ftir die niedern Zweige der Erkenntniss konnte er dabei die Wege benntzen, 
auf welchen die Menschheit bisher zu einem fichern Wissen gelangt ist. 

Im ersten Abschnitte der Erkenntnisslehre geht er daher ganz elementar 
und hochst niichtern von dem Wege aus, auf welchem die Menschheit schon 
vor fiinftaufend Jahren zu einem allgemein gttltigen Wissen, wenn auch nur auf 
beschriinktem Gebiete gelangt ist, namlich vom Messen und Wiegen, Der Wcg 
bildet die Anwendung der niedern Mathematik. 

Im zweiten Abschnitte behandelt er dann die Methoden der Erfahrungs- 
wissenschaften in Beobachtungen und Verfuchen, fowie die Ableitung von mathe- 
matischen Gefetzen aus den beobachteten Werten, kurz den Weg, auf welchem 
die exakten Naturwissenschaften feit dreihundert Jahren zu den von Allen an- 
erkannten Gefetzen gelangt find, durch deren Anwendung das* ganze Leben der 
Volker eine neue Gestalt gewonnen hat. Der Verfasser weift nach, wie man 
auf diefem Wege durch geistige Arbeit von dem nur annfthernd gtlltigen relativen 
Wissen zu einem schlechthin fichern, abfoluten Wissen gelangen kann und wirk« 
lich gelangt ist. Der Weg bildet die Anwendung der hfthern Mathematik. 

Fur die tiefere Erkenntniss gentigen aber diefe Wege der Erfahrungswissen- 
schaften und der Ableitungs- oder theoretischen Wissenschaften nicht. Im Gegen- 
teile die aus diefen Wissenschaften gewonnenen Gefetze fiihren zu Widerspruchen 
der bedenklichsten Art, filr welche die Erf ahrungs wissenschaften keine Lofung 
zu finden wissen. Hier war nach dem bisherigen Stande der Wissenschaften die 
Grenze zu finden, welche dem menschlichen Wissen gesteckt fein follte. Wollte 
man hier noch weiter im Wissen vorschreiten, fo musste im dritten Ab- 
echnitte der Erkenntnisslehre eine neue MetUode der Erkenntniss gefuuden 
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wcrden. Dem Verfasser ist es nach vielen vergeblichen Verfuchen gelungen, 
diefe neue Methode der Erkenntniss zu finden; er hat diefe neue Methode 
die Methode der Erforschung genannt. Die Methode beginnt mit dem Auffuchen 
dcr noch ungelof'ten Widersprttche in den einzelnen Wissenschaften. Ein Wider- 
spruch in den Gefetzen der Ausenwelt ist ebenfo unmoglich, als ein Widerspruch 
in Gotte felbst. Der Widerspruch kann alfo nur in der fehlerhafteri Erkenntniss 
der Menschen liegen. Die Menschen haben die Sache noch nicht richtig erfasst. ,, 

Wir miissen tiefer in die Sache eindringen, mttssen das Wefen der Sache zu er- 
fassen fuchen*, erst, wennjeder Widerspruch gehoben ist, und der voile Einklang 
hergestellt ist, erst dann ist ein wirkliches Wissen vorhanden. Der dritte Ab- 
schnitt der Erkenntnisslehre zeigt uns diefen Weg philofophischer Erforschung 
auf den verschiedenen Gebieten, Der Verfasser verdankt diefem Wege fast alle 
feine Erfolge; derfelbe bildet die Anwendung der niedern logischen Wissen- 
schaften, fetzt aber auch Uebung und vollige Scharfe in der logischen Form 
voraus. 

Der vierte Abschnitt der Erkenntnisslehre, die Gnofe, bildet endlich die 
Anwendung der hShern logischen Wissenschaften, namentlich der Erspahungs- 
lehre oder Spekulationslehre. Wir erhalten durch diefelbe abermals eine neue 
Methode, durch welche ein streng spekulatives Wissen fur alle Zweige der 
Wissenschaften gewonncn werden kann. Diefe Methode bietet eine leichte und 
fehr fruchtbare Anwendung, um die Einheit im Gegenfatze, die gegenfeitige Er- 
ganzung und die mannigfachen Beziehungen zwischen den Gliedern eines gemein- 
famen Gebietes erkennen und fruchtbringend anwenden zu ktinnen. Der Ver- 
fasser verdankt diefer Methode die schonsten Erfolge. Wir dringen durch diefe 
Methode fo tief in das VersULndniss der Gottesgefetze ein, dass fich der Plan 
Gottes, die einheitliche Idee in der Mannigfaltigkeit der Erscheinungen offenbart. 
Die Erkenntniss hat hiermit ihre hftchste Stufe erreicht, und ihren Abschluss 
gefunden. 

B. Grassmann Die Wefenslehre oder die Lehre von den Wefen 
des Alls, ihren Bewegungen, Kraften und Einwirkungen, ihren Formen und Ge- 
fetzen (IX. 628 Seiten mit 162 Zeichnungen) Stettin 1890. Preis 10 M. 

Den Philofophen war es bishei nicht gelungen und konnte es auch nicht ^ 

gelingen, eine streng wissenschaftliche Wefenslehre auszuarbeiten, da die Wissen- 
schaften, namentlich die Naturwissenschaft noch gar nicht bis zu den einzelnen 
Atomen, noch weniger zu den einfachen Wefen des Weltalls und ihren Kraften 
vorgedrungen war. Als der Verfasser 1862 und 1872 feine ersten beiden Aus- 
gaben der „Weltwissenschaft oder Phyfik I a herausgab, waren zwar echon hochst 
anregende und fruchtbringende Ideen und Gefetze von den franzofischen Ge- 
lehrten, namentlich von Cauchy gegeben, und konnte der Verfasser bereits die 
Grundideen fur die einfachen Wefen und die einfachen Krafte aus den damals 
bekannten Gefetzen des Ethers und der Korper wefen ableiten- aber zu einer 
Bestimmung der einzelnen Wefen in Masse und Kraft noch nicht gelangen. Erst 
durch die ausgezeichneten Arbeiten von Ma) r er, Clausius und Maxwell 1874 bis 
1878 auf dem Gebiete der Warmelehre und durch die ausgezeichnete Arbeit von 
Oskar Meyer liber die kinetische Theorie der Gafe 1877 war es gelungen, wenn 
auch zunachst nur annahernd die Grose und das Gewicht einzelner Atome zu 
bestimmen. Nun erst konnte der Verfasser auch Masse und Kraft der einfachen 
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Wefen feststellen. Die Wefenslehre des Verfassers ist denn auch das erste Werk, 
in welchem auf die schlechthin einfachen Punktwefen des Alls zurtickgegangen 
nnd wissenschaftlich nachgewiefen wird, wie aus den einfachen Kraften 
diefer einfachen Wefen fich einerfeits die Gefetie des Ethers, andrerfeits die Ge- 
fetze fiir die bewegten, raumerfiillenden, jedem eindringenden Wefen den Eintritt 
in den Kaum des KBrpers schlechthin wehrenden Korper ergeben. Die ersten 
beiden Abschnitte der Wefenslehre entwickeln alle Gefetze der Etherwelt und 
Korperwelt, und zwar fiir alle viei Aggregatzustande . Luftform, Fliissigkeit, 
Gestein und Zellform und fttr letztere alle Gefetze des Pflanzen- und Tierlebens 
aus den einfachen Kraften der einfachen Wefen und zeigen una die voile Ein- 
heit der Korperwelt in den unzahligeu Formen derfelben. 

Im dritten Abschnitte der Wefenslehre lernen wi/ aemnachst die Gefetze 
der Freiheit und der Entwicklung fill die Geisteswefea kennen, Diefer Ab 
schnitt konnte erst bearbeitet werden, nachdem dei Verfasser 1874 das Geletz 
der Freiheit entdeckt und in einer mathematischen Forme J, ganz entsprechend 
den Newton'schen Gefetzen, scharf bestimmt hatte. In feiner „Menschenlehre w 
von 1877 hat er dasfeibe zuerst aufgestellt; abei fruchtbringend, in der Weife, 
dass aus demfelben alle Vorgange der Bewogungen und der Erlernung von 
Fertigkeiten, alle Vorgange der Sinneswahrnehmung, des Vorstellens und Denkens, 
abgeleitet und alle Entartungen, wie Entwicklungen des Menschen als Folgen 
diefer Freiheit nachgewiefen werden, und daraus die Kunst der GewShnung 
und Erziehung entwickelt werden kann, fo fruchtbringend erscheint dasfeibe 
zuerst in der Menschenlehre des Verfassers von 1884 und demnachst in dem 
dritten Abschnitte diefer Wefenslehre. 

Der vierte Abschnitt der Wefenslehre giebt uns endlich die Lehre von 
den Gotteswefen. Von alien Abschnitten bot diefer die grflsten Schwierigkeiten 
dar. Zweimal hat der Verfasser die bereits gedruckten Arbeiten verwerfen 
miissen. Erst ganz zuletzt ist es ihm gelungen, in feiner „Gottesweisheit, erstes 
Bucli der Gotteslehre Stettin 1890 u (XX11. 257 Seiten) die Lehre vom Gottes- 
wefen und den Gottesgeistern, ihren Eigenschaften und ihrem Reiche foweit zu 
entwickeln, dass alle Satze streng wissenschaftlich, ebenfo iicher wie die Satze 
der Phyiik und, ohne einen Glauben v rauszufetzen, dargestellt find. 

Die Wefenslehre umfasst demnach alles das, was fonst unter den Titeln, 
M6taphyfik, Naturphilofophie, Pfychologie, Rechtsphilofophie und Religions- 
philofophie geboten wird. Das Werk fiihrt demnach in die Wissenschaften der 
vier Fakultaten, in die Philofophie, in Naturwissenschaften, in Staatswissenschaften 
und in Gotteswissenschaften ein. Was Aristoteles von diefer Wissenschaft rilhmt, 
dass lie die erste und vornehmste aller Wissenschaften fei, welche allein frei 
von Widersprttchen das iicherste und hOchste Wissen enthalte, die Wissenschaft 
aus welcher alle andern Wissenschaften ihre Prinzipe oder Grundfatze entlehnen 
der Art, dass es in keiner Wissenschaft ein strenges, widerspruchsfreies Wissen 
gebe, wenn nicht diefe Wissenschaft zu Grande gelegt werde, das hat der Ver- 
fasser mit diefem Werke zu erreichen gefucht. Hat er dies Ziel gliicklich 
erreicht und bauen die Philofophen auf dem von ihm betretenen Wege weiter, 
fo wird die Philofophie wieder die erste und geachtetste aller Wissenschaften 
werden, welche kein Student ungestraft vernachlassigen darf und auf welcher 
alle andern Wissenschaften als auf ihrem Fundamente weiter bauen werden. 
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Lebenslehre oder Biologie 

von 

Robert Grassmann, 

Zwei Bande (L, 1284 Seiten) Stettin 1881—1883. Preis 20.80 M. 



In der Lebenslehre oder Biologie behandelt der Verfasscr die Naturwissen- 
schaften: Phyfik, Chemie, Krystallographie, Phyfiologie der Pflanzen und Phy- 
fiologie der hohern Tiere und Menschen. Es find dies die am meisten vorge- 
schrjttenen, die exaktesten, fowohl dureh Experimente, wie durch mathematische 
Behandlung best bearbeiteten Wiisenschaften, welche die Menschheit befitzt, und 
es ktfnnte scheinen, als fei es ganz unntitz, diefe auch noch vom philofophischen 
Standpunkte aus bearbeiten zu wollen. Dazu kommt, dass die bisherigen natur- 
philofophischen. Arbeiten von Schelling, StefFens, Fr. Schulze u. f. w. den 
strengen Naturwissenschaften fehr wenig geniitzt, im Gegenteile durch ihre 
Dichtungen und Phantafien, durch ihr vornehmes Absprechen und durch ihren 
Mangel an pofitivcn und griindlichen Kenntnissen auf diefem Gebiete wie durch 
vttllige Ungeflbtheit in hoherer Mathernatik diefen Wissenschaften nur geschadet, 
und bei den Naturforachern nur ein verachtliches Bedaucrn erweckt haben. 

Der Verfasser steht in dem Urteile iiber diefe Naturphilofophen ganz auf 
Seite der Naturforscher. Er felbst ist Mathematiker und Naturforscher, der in 
Experimenten und mathematischer Rechnung vielfach gearbeitet hat und die 
hohen Verdienste der Naturforscher voll anerkennt. Die Naturwissenschaften 
und namentlich die Phyfik mit ihrer Statik und Mechanik find gegenwartig 
unstreitig die einzigen Wissenschaften, welche zahlreiche Satze und Gefetze der 
Menschheit fur alle Zeiten als streng wissenschaftliche, unumstosliche Gefetze 
erworben und dadurch einen hSchst wichtigen Fortschritt der Menschheit auf 
alien Gebieten des Lebens hervorgerufen haben. 

Dennoch aber ist eine strenge wissenschaftliche Kritik auch fur 
diefe Naturwissenschaften eine Notwendigkeit geworden; denn in alien 
diefen Naturwissenschaften, felbst in der Phyfik, herrschen, wie wir bci den 
e^BBfllnen Zweigen derfelben eingehend und unwiderlegHch nachweifen werden, 
auch. he.ujte,,in yielen Zweigen bez. Abschnitten derfelben noch fo krasse Wider- 
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spriiche, Co grobe Irrtiimcr unci unklare Aniichten, ja felbst Aberglaube, dass 
bei ihnen audi heute noch von einer strengen Wissenschaft fiir alle ihre Zweige 
keine Rede fein kann. Und die bisherige Methode der Phyiik in Experiment 
und Rechnung weis fich aus diefen grosen Mangeln, welche alle bedeutenden 
Phyfiker anerkennen, nicht zu befreien. 

Hier kann nun eine streng wissenschaftliche Erkenntnisslehre zeigen, 
ob fie mit ihren neuen Methoden der Kritik und Erforschung, wie der Erspahung 
oder Spekulation im Stande ist, diefe Widerspriiche zu lofen, die Irrtiimer zu 
befeitigen und statt des Aberglaubens ein klarcs und ficheres Wissen einzufiihren. 
Der Verfasser glaubt und will beweifen, dass ihm dies gelungen ist und fordert 
alle Naturforscher und Gebildeten auf, zu priifen, ob er hierin Recbt hat Ei 
wird, wenn ihm jemand einen Fehler nachweifen kann, den Fehler gerne ein- 
gestehn, aber er wird audi ebenfo freudig den Kampf aufnehmen, wenn von 
gegnerischer Seite unberechtigte Angriffe crfolgen, welche der Wissenschaft 
schaden miissten. Der Verfasser weis iich hierbei frei von jeder perfOnlichen 
Eitelkeit; ihm kommt es nur auf die Sache, nur auf die Forderung und feste 
Begriindung wahrer Wissenschaft an. 

Die Lebenslehre oder Biologie ist in zwei Banden erschienen und umfasst 
vier Bucher: 

1. das Weltleben oder die Metaphyiik, das Leben der zelllofen Ether- und 

KSrperwelt, 
% Das Pilanzenleben oder die Phyiiologie der Pilanzen, 
3 — d. Das Tierleben oder die Phyiiologie der hohern Tiere und namentlich 

des Menschen, und zwar 3 das Geweideleben, 4. das Leibes- und 

Seeienleben derfelben. 
Jedes diefer Werke ist fo gearbeitet, dass jedes Wcrk fiir fich kauflich 
und fiir jeden Gebildeten verstandlich ist, ohne Vorkenntnisse vorauszufetzen, 
zahlreiche Abbildungen bieten Anschauung und erleichtern das Verstandniss •, 
die uncntbehrlichen mathematischen Rechnungen iind in die Anmerkungen ver- 
wiefen. Die Schrift ist gros und deutlich-, die Anmerkungen find in der Schrift 
diefes Prospektes gedruckt. Jedes Werk ist mit eigenem Vorworte und mit 
eigenem Register verfehen. 



B. Grassmann Das Weltleben oder die MetaphyAk (XXV 

350 Seiten mit 177 Zeichnuugen) Stettin 1881 Preis 6 M. 

Der Verfasser behandelt in diefem Werke die Lehren der Phviik, der 
Chemie, und der Krystallographie, kurz das Leben des Etherreiches und des 
Kbrperreiches auser den zelligen Wefen. Es iind diefe Wissenschaften, und unter 
ihnen namentlich die Phylik, die vorgeschrittensten Wissenschaften, welche wir 
befitzen, zahlreiche Gefetze iind in denfelben entdeckt und der Menschheit fiir 
alle Zeiten erworben, einzelne Zweige, wie die Mechanik, find wahrhaft muster- 
giiltig bearbeitet. Dennoch giebt es auch in diefen Wissenschaften noch vielfach 
dunkle Abschnitte, in denen wir noch gar Nichts wissen. Die Verfuche und die 
mathematischc Rechnung fiiliren hier zu Widerspriicherj, welche unmSglich ne"ben 
einander bestehen konnen, felbst die alltaglichsten Erscheinungen der Etherwelt 
und Korperwelt konnen wir noch nicht erkliiren. 
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Die Professoren auf den Univerfit&ten und hShern Schulen find gezwungen, 
hier noch immer fich schlechthin widersprechende Lehren vorzutragen, welche 
unmoglich neben einander bestehen kGnnen, ohne dass Am diefe Widerspriiche 
durch die bisherigen Methoden haben lofen konnen*, in andern Abschnitten fucht 
man die leider noch vorhundene Unwissenheit durch leere Redensarten zu ver- 
bergen-, Beides zum grosen Schaden der Wiasenschaft. Die Schiiler, wenn fie 
sp&ter zur Erkenntniss diefer Widerspriiche und diefer grosen Mangel unfers 
Wissens auf diefem Gebiete gelangen, wcrden irre an der Wissenschaft, kommen 
zu Zweifeln und Irrlehren*, jedenfolls ist dies ein Zustand der Wissenschaft, 
welcher hochst bedauerlich ist und der Wissenschaft nicht zum Ruhme gereicht. 

Dem Verfasser, der fich feit 50 Jahren mit Lofung diefer Widerspriiche 
und Befeitigung diefer Mangel beschaftigt hat, ist es feit 30 Jahren gelungen, 
diefe Widerspriiche zu I5fen und diefe Mangel zu befeitigen. Im Jahre 1862 
hat e* bereits das Werk: „Die Welt wissenschaft oder Ph3 T fik I" (XI. 90 Seiten) 
Stettin 1862 erscheinen lassen, in welchem er die Lofung diefer Widerspriiche 
vortrug, im Jahre 1872 hat er bereits eine neue, ganzlich umgearbeitete Ausgabe 
des Werkes unter demfelben Titel (XII. 116 Seiten) Stettin 1872, im Jahre 1881 
demn&chst das Werk „Das Weltleben oder die Metaphyfik" (XXIV. 350 Seiten) 
Stettin 1881 erscheinen lassen. In diefem Werke find alle die Widerspriiche, 
welche gegenwartig in der Phyfik walten, geloTt} Schwierigkeiten, welche hier 
noch nach dem Urteile von Fachgenossen geblieben waren, find endlich noch in 
der „Wefenslehre oder Ontologie" des Verfassers Stettin 1890 befeitigt worden. 

Die Phyfik ist hierdurch eine strenge, widerspruchsfreie Wissenschaft ge- 
worden. Statt der mannigfachen bisherigen Widerspriiche und Ltiken im Wissen 
ist hier ein widerspruchsfreies Wissen erzielt, welches bis auf die einfachen 
Wefen, die Punktwefen der Ether- und KSrperwelt zuriickgeht, die Gewichte, 
die einfachen Krafte und die Bewegungen derfelben feststelit und streng wissen- 
schaftlich aus ihnen alle Gefetze der Etherwelt und der KGrperwelt in Mechanik 
und Statik, in Licht und Warme, in Elektrizitat und Galvanismus, in Mag- 
netismus, wie in Chemismus, und ebenfo alle Gefetze fiir die luftfGrmigen, fiir 
die fliissigen, fiir die festen, namentlich auch fiir die krystailinischen K5rper 
auf streng wissenschaftliche Weife ableitet. 

Jedei Phyfiker und Chemiker, jeder Krystallograph und Mineraloge, ja, 
man darf wohl fagen, jeder Gebildete hat die Pflicht, fich iiber diefe Dinge zu 
belehren, und alle die Widerspriiche und Unklarheiten, welche es zu keinem 
klaren Wissen kommen liesen, zu befeitigen. Wenn dennoch die Professoren 
auf den Univerfit&ten und auf den hohern Schulen von diefen feit 28 Jahren 
und zwar viermal Offentlich bekannt gemachten LOfungen keine Notiz genommen 
haben, fondern ihren Schiilern noch immer die krassesten Widerspriiche als un- 
josbar vortragen, obwohl diefelben feit einem viertel Jahrhundert bereits gelof't 
find, fo uberlassen wir den Lefern ihrerfeits hieriiber das Urteil zu fallen. 

Damit die Lefer ein Urteil gewinnen, in welcher Weife in diefem Buche 
Widerspriiche gel&ft und Dunkelheiten entfernt find, wird es erlaubt fein, einige 
Bcispiele anzufiihren. 

a. Alle Phyfiker lehren: Der Ether ist imponderabel, d. h. fein Gewicht 
ist Null*, da nun nach der Mechanik der Stos (bez. die Arbeit) eines Wefens 
dem Produkte aus Masse und Schnelligkeit (bez. aus Masse und Quader der 



17 R. Grassmann Das Weltleben oder die Mefdpnyfik. 

Schnelligkeit) entspricht, fo ist fein Stos und feine Arbeit Null. Gleichzeitig 
aber lehrcn diefelben, dass das Licht der Sonne nur in Etherschwingungen be- 
steht, und dass diefe Etherschwingungen auf der Erde die allergroste Wirkung 
hervorbringen, dass alle Wiirme odcr Arbeit, alle Winde, alle Verdunstungen 
der Meere, alle Regen, aller Pflanzenwuchs, alles Tier- und Menschenleben 
nur durch diefe Etherschwingungen erzeugt und ermoglicht find. — Eine LbTung 
diefes krassen Widerspruchs haben die Phyiiker bisher nicht gefunden. 

Der Verfasser beweift nun in den Ansgaben von 1881 und namentlich 
von 1890 streng mathematisch, dass jedes kleinste Etherteilchen aus zwei 
Wefen : einem plus elektrischen, dem + E, und einem minus elektrischen, dem 
— E, besteht, und dass jeder K6rper das eine diefer Wefen ebenfo stark an- 
zieht, als er das andere in der gleichen Entfernung abst6st. In der Feme vom 
Korper find die Entfemungen des -f- E und — E gleich und wird alfo das 
kleinste Etherteilchen ebenfo stark angeogen als abgestosen, die Summe ist 
alfo Null; das kleinste Etherteilchen verhalt fich alfo ganz wie ein Wefen vom 
Gewichte Null; der Ether ist in der Feme imponderabel. In nfichster Niihe 
des Kdrpers tritt dagegen das angezogene E dem Kflrper n&her als das 
abgestosen e; hier ist alfo die Entfernung des + E und des — E im Ether- 
teilchen verschieden, das Etherteilchen kann hier alfo auf den K6rper ein- 
wirken und ihm Schwingungen, d. h. Licht bez. Wfirme mitteilen. Der 
Widerspruch liisst fich streng wissenschaftlich lofen. Treten zwei K5rper, deren 
einer die + E, deren anderer die — E anzieht, in nachste Nahe aneinander, 
fo k6nnen die -)-E und die — E getrennt und angehauft werden; die KOrper 
erscheinen nun elektrisch. 

/ b. Alle Phyfiker lehren, dass keine Macht der Welt, die einfachen Krafte 
eines einfachen Wefens jemals andern k6nne. Sie lehren aber zugleich, dass 
jede Kraft fich mit der Entfernung im Raume ftndere, dass die K6rper fich in 
der Feme anziehen, und diefe Anziehungskraft abnehme, wie das Quader der 
Entfernung r, d. h. wie r a , dass dagegen an der Grenze der KOrper pldtzlich 
eine gewaltige (Quadrillionenmal fo grose) Abstosungskraft auftrete, von welcher 
in der Feme nichts zu spiiren fei, dass alfo der leere Raum die Krafte beliebig 
andern k5nne. Auch diefen Widerspruch wissen die Phyfiker nicht zu lOfen. 

Der Verfasser weif't nun wieder in den Ausgaben von 1881 uud 1890 

streng mathematisch nach, dass jede einfache Kraft fttr jede Entfernung diefelbe 

Gefammt- Wirkung behalt, dass die Entfernung die Kraft nicht andert. Da aber 

die Oberflache, auf welche die Kraft wirkt, mit der Entfernung wie das Quader 

der Entfernung waxhft, fo kommt in groserer Entfernung auf den gleich grosen 

Raumteil auch nur ein kleinerer Teil der Gefammtwirkung, wie in naherer 

Entfernung, oder die Wirkung auf ein anderes Wefen mit stets gleichem Raume 

nimmt fur jede Kraft ab, wie das Quader der Entfernung zunimmt, fei die 

Wirkung der Kraft in der einfachen Entfernung a, fo ist fie in der rfachen 

a - 

Entfernung -7, und dies gilt schlechthin fttr jede einfache Kraft — Fur die 

kleinsten Etherteilchen (bestehend jedes aus einem + E und einem — E, oder 
aus einem Epare) ergiebt fich dann streng mathematisch, dass zwei kleinste 
Etherteilchen fich abstosen umgekehrt wie die 4te Potenz ihrer Entfernung, 
ein Gffetz, welches Cauchy bereits 1836 bewiefen hat, dass jeder Korper in 

B. Grass maun. Frospekt zum Gebaude des Wissens, 2 



R. Grassmann Das Pilanzenleben oder die Phyfiologie der Pflanzen. 18 J 

nachster Nahe ein kleinstes Etherteilchen anzieht, umgekehrt wie die3tePotenz 
der Entfernung, und dass alle Wirkungen der Krafte fich hieraus erkliiren lassen. 

c. Alle Phyfiker und Chemiker fiihren die Korper auf klcinste Teile, 
Atome zuriick. Alle Lehrbiicher der Phyfik leliren nun, dass jedes Atom feinen 
Raura stetig erfiille und feinen Raum in der Weife behaupte, dass es jedem 
andem Atome das Eindringen in feinen Raum schlechthin verwehre, auch 
eine unveranderliche Gestalt befitze. Dagegen zerlegen die bedeutendsten 
franzofischen Phyfiker diefe Atome in Punktwefen, welche den Raum nicht j 

stetig erfiillen, fondern in endlichen Entfernungen von einander stehen. Dabei 
aber kann kein Phyfiker aus diefen Atomen bez. Punktwefen die Erscheinungen « 

und Gefetze der Korperwelt, weder die Gefetze der Luftform, noch die der 
Fiiissigkeitsform, noch die der festen K5rper ableiten, ohne auf schlechthin : 

widersprechende Gefetze zu gelangen* alle diefe Erscheinungen und Gefetze 
find daher den Phyfikcrn ungelof'te Ratsel, fo namentlich die gewaltige 
Abstosungskraft an der Grenze eines festen Korpers und die gewaltige Haltkraft 
im Innern eines festen Korpers, z. B. eines Eifenstabes. 

Der Verfasser weif't dagegen streng wissenschaftlich aus den Gefetzen 
des galvanischen Stromes nach, dass jedes Atom aus einem bez. mehren kflrper- 
lichen Punktwefen im Centrum oder Kerne des Atom3 und aus einer aus 
zahlreichen gleichgeordneten Eparen (von denen jedes aus einem -]-E und 
einem — E gebildet ist und in denen stets das gleiche E innen steht) gebildeten 
Etherhiille besteht, welche den Korpcrkern in bestimmter Entfernung umgiebt. 
Aus diefen Atomen leitet er dann streng wissenschaftlich alle Gefetze des 
Galvanismus und Magnetismus, wie der Chemie ab, bestimmt die Grose und 
das Gewicht jedes Atomes, eUwickelt daraus alle Gefetze der Luftform, der 
Fltissigkeit und der festen oder Gesteinsform, weif't nach, wie fich daraus 
matheraatisch die Abstosungskraft an der Grenze des festen Korpers und zu- 
gleich die Haltbarkeit im Innern und die Adhafion an der Grenze ergiebt, und 
leitet daraus endlich die Gefetze der Kry stall, fat ion und fiir jede chemische 
Zufammenfetzung die entsprechende Krystallform ab. Und dies alles, ohne 
dass irgendwo ein Widerspruch bleibt oder neu hervortritt. 

Diefe Beispiele werden geniigen, um zu zeigen, in welcher Weife der 
Verfasser die Widerspruche in der Phyfik gelof't, die Dunkel derfelben be- 
feitigt hat. 

Der Verfasser halt die Sache fur die Wissenschaft fo wichtig und ist 
feiner Sache fo ficher, dass er jeden, der die Richtigkeit feiner Lofungen be- 
streiten mftchte, offentlich aufgefordert hat, ihn, wenn er es kann, zu wider- 
legen- dann aber auch bittet,auch feinerfeits feine Zustimmuug auszusprechen, 
wenn er es nicht kann. Er hat geglaubt, dies der Sache der Wissen- 
schaft schuldig zu fein. 



B. Grassmann Das Pilanzenleben oder die Fhyfiologie der 

Pflanzen (XII. 301 Seiten mit 177 Zeichnungen.) Stettin 1882. Preis 4,80 M. 
Der Verfasser hat die lebhafte Entwicklung der jungen Wissenschaft feit 
58 Jahren mit regem Interesse verfolgt und die erfolgreichen und hochst geist- 
vollen Untcrfuchungen bewundert, durch welche diefe Wissenschaft zn fo 
schncllen Fortschritten gelangt ist f Eine Reihe gliinzender Entdeckungen find 
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die Frucht diefer Arbeit gewefen, von denen der Verfasser in diefem Werke 
Kunde giebt. Andrerfeits find freilich audi in diefer Wissenschaft noch grose 
Liiken geblieben in der Weife, diss es bisher noch nieht zu einer erschdpfenden 
wissenschaftlichen Erkenntniss des Banes der Zellen und der Vorgange des 
Lebens gekommen ist. Hier gait es, diefe Liiken dnrch eine Reihe neuer 
wissenschaftlieher Arbeiten anszufullen. Der Verfasser glanbt diefe Aufgabe 
in dem vorliegenden Werke gelbTt zu haben. 

Um den Bau der Zell haute wissenschaftlich ergriinden zu k5nnen, hat 
der Verfasser den Bau aller Haute einer neuen Prtifung unterworfen. Es hat 
fich ergeben, dass alle Haute aus einem netzortigen Gewebe von Faden be- 
stehen, deren Maschen die Poren bilden. Der Verfasser geht nun bei der Zell- 
haut bis auf die Atome zuriick, und weif't aus der chemischen Zufarnmen- 
fetzung der Starke und des Proteins oder Fleischstoffes den Bau der Faden, 
die Lagerung der Atome in den Faden, kurz den ganzen Bau der Zellhaut bis 
auf die einzelnen Atome und einfachen Wefen nach. Alle Eigenschaften der 
Zellhaute, ihre Dehnbarkeit, ihr Wachstum, ihre Porofitat u. f. w. ergeben ficli 
streng wissenschaftlich aus diefem Bau. 

Fiir das Leben der Zelle und Pflanze musste der Verfasser gleichfalld 
erst die Gefetze entdecken und wissenschaftlich feststellen. Der Verfasser 
weif't hier zunachst nach, dass es in den Zellen und in den Pflanzen keine 
andern einfachen Wefen und Atome und ebenfo auch keine andern einfachen 
Krafte giebt, als in der zelllofen Welt. Das Neue im Bau der Zellen ist nur 
die neue Zufammenfetzung der Atome und ihre Verbindung zu Netzen, und 
das Neue im Leben der Zelle ist nur das lebendige Ineinandergreifen und das 
gcgenfeitige durch Organe geficherte fich Erganzen der Bewegnngen im Leben 
der Zellen und Pflanzen. Mit der Geburt bcginnt die Arbeit der Zellen und 
ihrer Organe, wird in der Jugend lebhafter, zur Zeit der Reife am kraftigsten, 
neue Zellen erzeugend, nimmt mit dem Alter ab und erlischt mit dem Tode 
der Zellen. Diefer Verlauf muss bei jeder Lebenstatigkeit hcrvortreten. Der 
Verfasser weif't nun den grosen Fehler der jetzigen Phyfiologen nach, die 
Aufnahme der Safte durch die Wurzeln, das Saftsteigen u. f. w. durch Endos- 
mofe und Exosmofe erklaren zu wollen. In jeder jungen Zelle geschieht das 
Aufnehmen des Saftes in den Poren nicht durch Endosmofe, fondern vielmchr 
durch die Arbeit der Zellen. Die Zelle muss, um diefe Arbeit vollbringen zu 
konnen, Sauerstoff aufnehmen oder erzeugen, ihn mit der Kohle ihres Saftes zu 
Kohlenfaure verbrennen und dadurch die Warme oder Arbeitskraft fur ihre 
Saftbewegung gewinnen. Eine Beutelung der Saftbahn, welche man das Herz 
der Zelle nennen kflnnte, pulfirt dann und bewirkt die Zellstrome in der Zelle. 
Die aufgenommene, bez. erzeugte Kohlenfaure, und der aufgenoramene 
Ammoniak werden im Lichte der Sonne in Starke und in Protein oder Fleisch- 
stoff umgewandelt und in den Starke- und Fleischlagern niedergelegt, und 
geben die Stoffe zur Bildung der Kindeszellen, welche nun reichlich erfolgt 

Bei den Pflanzen ist es die Arbeit der jugendlichen Zellen in den Wurzel- 
spitzen, welche die Aufnahme des Robfaftes oder Speifefaftes aus der Damm- 
erde und das Steigen desfelben in den Gefasbtindeln bewirkt. Jede Zellreihe 
in welcher der Rohfaft kraftig aufsteigt, verwandelt fi*h in ein Speift getas 
oder Schraubengcfas, welches in der einjahrigen Pflanze ununterbrochen von 
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einer Wurzelspitze bis zu einem Blatte fiihrt. In den Blattern, den Lungen 
der Pflanze, athmet die Pflanze Kohlenfaure und Ammoniak, welche die 
Tiere ausscheiden, ein und erzeugt im Lichte; der Sonne aus denfelben in den 
Griinkornern Starke und Fleischstoff, die Nahrungsmittel der Tiere. Aus den 
Blattern fiihren demnachst die Bastadern die in Zucker verwandelte Starke und 
den in Fleischfaden (Pepton) verwandelten Fleischstoff zu alien Teilen dtr 
Pflanze, ernaliren die ganze Pflanze, und erzeugen in den Bliiten die edelsten 
Teile der Pflanze, die maanlichen Staubgefase mit den mannlichen ausbrechenden 
Pollen und die weiblichen Stempel mit den im Fruchtknoten verborgenen weib- 
lichen Eiern. Die Pollen schwarmen nun meilenweit aus und treffen die 
Stempel verschiedenster Pflanzen- aber befruchten kann der Pollen nur das Ei 
derfelben Pflanzenart, wo von den zahlreichen (etwa 1000 Millionen) Fleisch- 
faden der Zellscheide fich Faden und Knoten des Zellnetzes im Pollen und im 
Ei entsprcchen und zu einem Gewebe verwachfen konnen. — Doch es ist 
unmoglich, den Reichtum des Buches hier in wenigen Zeilen vorzulegen oder 
ihn auch nur annahernd zu begriinden. 



B. Grassmann Das Tierleben oder die Phyiiologie der Wirbel- 
tiere and namentlich des Menschen (XIII. 633 Seitea mit 401 Zeichnungen) 
Stettin 1883. Preis 10 M. 

Die Phyfiologie des Menschen ist feit 1840 zu einer hohen Ent- 
wicklung gelangt; ausgezeichnete Krafte haben an derfelben gearbeitet und 
glanzende Entdeckungen gemacht. Aber wie es bei einem fo schwierigen 
Gebicte nicht anders fein kann, find audi mancherlei grose Liiken geblieben, 
da in vie! en Fallen die Verfuche an lebenden Wefen unmoglich waren, oder die 
bisherigen Methoden verfagten. Hier konnte und musste eine neue Methode der -_ 

vergleichenden Kritik und Rechnung einfetzen. Das vorliegende Werk giebt die 
Srgebnisse diefer neuen Methode in zwei Buchern: dem Geweidelebcn und dem 
Lsibesleben mit dem Seelenleben. 

Wahrend in alien bisherigen Phyiiologien nur ungenauc Angaben fiber 
den Verbrauch an Lebensmitteln gegeben werden und man iiber die Aus- 
scheidungen des Speichels und des Magenfaftes, der Gallc und des Bauch- 
speichels nur ganz vereinzelte Angaben iindet, welche es unmOglich machen . 

ein Bild von den Vorgangen der Verdauung zu gewinnen, fo erhalt man durch ^ 

die neu angewandten Methoden in dem vorliegenden Werke ein anschauliches 
Bild und genaue Angaben iiber die einzelnen Vorgange der Verdauung. 

Es ergiebt fich-, dass der Mensch bei miisiger Arbeit auf jedes kgr lebend 
Gewicht taglich 2 gr Fleischstoff; 1 gr Fetf, 8 gr Starke, Va gr zelllofe Salze l ' 

und 42^2 gr. Wasser, Summa 54 gr Nahrungsstoffe gebraucht und dass er auf 
100 gr Nahrungsstoffe 200 gr Siifte in den Speifegang ausscheidet, niimlich im 
Munde 30 gr Speichel, im Magen 108 gr Magenfaft, im Diinndarme 37 gr Galle 4 

und 25 gr Bauchspeichel. Der Verfasser weift auf jedem diefer Stadien die 
Wirkung diefer Safte nach und zeigt, wie fich allmahlich die Nahrungsstoffe in 
Speiftfaft umwandeln. Von den Saftcn werden 77 gr Wasser, Salze und Zucker 
unmittelbar von den Adern aufgenommen-, 215 gr Fleischstoff, Fett, Starke und * 

Wasser werden durch die Zotten des Dunndarms aufgefogen •, 8 gr Wasser und das 
Unverdauliche werden durch den After cntlcert. Bei Ruhe wird V3 weniger, bei 
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angestrengter Arbeit Va niehr gebraucht. Im Diinndarme, welcher der Damm- 
erde bei den Pflanzen entspricht, bilden 6 Millionen Zotten die Wurzelspitzen, 
welche durch ihre Arbeit (nicht durch Endosmofe, wie ganz unrichtig die 
Phyfiologien lehren) den Speifefaft aufnehmen und durch die Speifegefase in 
den Blutkreislauf einftthren. 

Beim Blutkreislaufe wird hier zuerst genau die Zeit bestimmt, wie schnell 
der Umlauf erfolgt, und wieviel von der Zeit auf Herz 1, auf Lungenadern IV2, 
Lungenhargefase 2, Lungenvenen 2V2, Leibesadern 8, Leibeshargefase 2, Leibes- 
venen 13, Summa 30 Sekunden kommen. Ftir da3 Blut wird das Leben der 
Blutzellen, ihre Entstehung in den Lymphnestern, ihre Jugend als weise Lymph- 
zelle 3 J /a Stunde; ihre Arbeit (die Aufnahme des Sauerstoffes in den Lungen 
und die Abgabe desfelben in den Hargefasen des Leibes) als rote Blutzelle 
1250 Stunden, und ihre Auflofung in den Lymphnestern und in der Lebe r 
nachgewiefen. In keinem andern Buche findet man klare Aufschltisse ttber 
diefe Vorgange in den Hargefasen der Lungen, des Leibes, der Leber und der 
Nieren. Die Vorgange fur die Ernahrung und den Umfatz der Geweba, der 
Verbrauch der Muskeln, des Bindegewebes, der Nerven und der Knochen, die 
erzeugten Umfatzstoffe und deren Ausscheidung in* die Zwischenzellgange, wie 
bei den Pflanzen, ihre Auffaugung durch die Lymphwurzeln, ihre Zerfetzung 
in der Leber und endlich ihre Ausscheidung durch Nieren und Haut, alles dies 
ist hier zum ersten Male streng wissenschaftlich nachgewiefen. 

Ebenfo ist hier zum ersten Male die Entwicklung des Fotus, wie das 
bcfruchtete Ei zu den einzelnen Bildungen und Entwicklungen kommt und 
welche Bedeutung jedes Gebilde und jede Ausscheidung hat, streng wissen- 
schaftlich dargelegt, und eine wissenschaftliche Einficht in das bisherige Chaos 
der Vorgange geboten. 

Im Leibesleben mit dem Seelenleben hat der Verfasser durch die neue 
Methode gleichfalls ganz neue Entdeckungen gemacht und die Irrlehren, welche 
hier noch herrschten, befeitigt. Namentlich ist die ganze elektrische Theorie 
von den Vorgangen in den Nerven, und die ganze Pfychophyfik als schlechthin 
fehlerhaft und verwerflich nachgewiefen und befeitigt Fur die Nerven hat 
der Verfasser die Quelle der NervenstrOme, und deren Schnelligkeit, die 
Ernahrung der Nerven und ihre Endwirkung zum ersten Male ganz klargelegt 
und wissenschaftlich festgestellt. Bei den Nervenfibern hat er zum ersten Male 
vier ganz verschiedene Arten: Aderfibern, Bewegefibern, Erregefibern und 
Empfindefibern nachgewiefen und fiir jede diefer vier Arten eine eigene 
Ursprungszelle in einem eingenen Ursprungsgewebe, ein eigenes Endgewebe 
und eine eigene Arbeit nachgewiefen. Wer diefe Arbeit nicht studirt, 
kann gar nicht zu einem Verstandnisse der Lebensvorg&nge im Leibe des 
Menschen gelangen. Bei jedem Sinneseindrucke, bei jeder Muskelbewegung 
und bei jeder Hauttatigkeit, bei jeder Tatigkeit des Riickenmarkes und des 
Kopfmarkes spielen diefe vier Arten der Nervenfibern mit und giebt es ohne 
die Erkenntniss dcrfelben gar kein Verstandniss des Lebens. Bei den Sinnen 
unterscheidet der Verfasser wieder zuerst alle acht Sinne, die vier bekannten 
Kopffinne: Geschmack, Geruch, Gehbr, Geficht und vier Leibesfinne: Geschlechts- 
Unn, Geftthlsfinn, Muskeliinn und Tastiinn, ohne deren Unterscheidung wieder 
ein Verstandniss der Vorgange unmoglich ist. Ganz neu ist ferner die streng 
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wissenschaftliche Unterfuchung tiber die Muskelbewegung; hier werden die 
groben Fekler der bisherigen Lehre befeitigt und wird nachgewiefen, diirch 
welche Vorgange die Muskelarbeit bewirkt wird und wolier fie die Kraft der 
Arbeit gewinnt. 

Ganz ahnlich stent es mit der Arbeit tiber die Vorgange im Kopfmarke*, 
hier werden zuerst das Hirn mit dem Hintcrhirne unter dem Zelte und die 
Bregen tiber dem Zelte streng geschieden, welche iich ganz entsprechend in 
der KopfhShle scheiden wie das Herz und die Lungen in der Brusthohle. 

Fassen wir alles zufammen, fo findet fich in diefem Buche zum ersten 
Male eine streng wissenschaftliche Arbeit, welche die Fehler der bisherigen 
Phyliologien streng kritisch prtift und befeitigt und fur alle Vorgange des 
Lebens eine klare, widerspruchsfreie, alle Erscheinungen erklarende, anschauliche 
Erkenntniss darbietet. Die Herren Phyfiologen werden die Lehren diefes 
Werkes prtifen und entweder anerkennen oder widerlegen mussen. Tot- 
schweigen lasst iich eine folche Arbeit nicht. Der Verfasser steht ftir die 
Richtigkeit feiner Arbeiten ein. Ihm kommt es nicht auf eigne Ehre an, dar- 
nach hat er nie gestrebt, fondern allein auf die Forderung der Wissenschaften, 
denen er fein ganzes Leben gewidmet hat. 



ffl. Prospekt 



zur 



Sittenlehre oder Ethik 

von 

[Robert Q-rassmann. 

Zwei Bande (davon erschienen Band 1 und 2a (XXXIII. 828 Seiten) 

Stettin 1884 und 1890. Preis 13 M. 



Wahrend der Verfasser fur feine Lebenslehre treffliche Vorarbeiten in den 
Naturwissenschaften vorfand, wahrend in den letztern zahlreiche Gefetze ge- 
wonnen und durch Beobachtungen und Verfuche bewiefen waren, musste der 
Verfasser dagegen fur die Sittenlehre aller Vorarbeiten entbehren. Zwar waren 
vor feinem Werke bereits zahlreiche Ethiken erschienen, aber leider befas keine 
derfelben einen wissenschaftlichen Wert, und konnte einen folchen, wie wir fo- 
gleich fehen werden, auch gar nicht be/itzen. 

In der Sittenlehre follen ja die Gefetze fur das Leben und die Sitten der 
mit Freiheit, und mit der Fahigkeit geistiger Entwicklung begabten Menschen 
aufgestellt und aus denfelben die Satze der Sittenlehre abgeleitet werden. So 
lange man nun aber noch nicht das Gefetz der Freiheit und der geistigen Ent- 
wicklung gefunden hatte, fo lange man noch nicht erkannt hatte, in welcher 
Weife im Menschen die einzclnen Tatigkeiten : Die Aufnahme der Sinneseindriicke 
und die Gestaltung der Vorstellungen und Gedanken, die Erinnerung an die im 
Gedachtnisse ruhenden Vorstellungen und Gedanken, die Einubung der leiblichen 
und geistigen Fertigkeiten und die GewOhnung an Attliche Grundfatze und 
Charakterfestigkeit u. f. w. zu Stande kommen: fo lange konnte es auch keine 
wissenschaftliche Sittenlehre ftir den Menschen geben, fondern mussten fich alle 
Ethiken in wohlklingenden Phrasen bewegen, welche wissenschaftlich wert- 
los find. 

Der Nutzen der frttheren Ethiken konnte iramer nur darin bestehen, dass 
lie fiir ein fittliches, hdheres Leben eintraten und ftir dasfelbe zu begeistern 
fuchten; aber auch hierfiir waren nach Anflcht des Verfassers die Dichtungen 
der grosen Dichter alter und neuer Zeit und die Beispiele groser Manner in der 
Geschichte vie! wirkfamer als die meist trocknen und ziemlich oberflachlichen 
Darstellungen in den Lebrbuchern der Ethilc. 
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Sollte in diefer Hinficht eine Wandlang geschaffen und der Ethik die 
Stelle ui iter den Wissenschaften errungen werden, welche ihr gebuhrt und durch 
welche lie allein im Stande ist, den feichten Materialismus unferer Tage nieder- 
zuwerfen und alle Menschen wieder flir fittliche Ideale zu gewinnen, fo mussten 
vor Allem zunachst die Gefetze der menschlichen Freiheit und Entwicklung ge- 
f und en und streng wissenschaftlich bewiefen und festgestellt werden. 

Erst im Jahre 1874 ist es dem Verfasser gelungen, diefe Gefetze zu ent- 
decken und erst im Jahre 1884 hat er in feiner Menschenlehre diefe Gefetze 
beweifen und aus denfelben die verschiedenen Tatigkeiten des Menschen und 
die kSrperlichen und geistigen Vorgange bei denfelben streng wissenschaftlich 
erklaren und nachweifen k6nnen. Die Ergebnisse diefer Arbeit find im hochsten 
Grade uberraschend gewefen, lie steilen eine ganz neuc Wissenschaft dar und 
haben von verschiedenen Seiten den begeistertsten Anklang gefunden. Erst, nach- 
dem diefe Arbeit vollbracht war, konnte auch die Sittenlehre eine streng wissen- 
schaftliche Gestalt gewinnen. 

Die vorliegende Sittenlehre oder Ethik ist aus diefen Vorarbeiten hervor- 
gegangen und macht den Anspruch, eine Wissenschaft im strengen Sinne des 
Wortes zu fein, deren Gefetze der Menschheit fur alle Zeiten erworben find. 
Diefelbe bestcht aus zwei Banden: 

Erster Band: Die Menschenlehre oder Anthropologie. 

Zweiter Band: Die Verkehrslehre oder Giiterlehre. 
Erschienen ist davon der erste Band und die erste Halfte des zweiten Bandes, 
enthaltend die Verkehrslehre der leiblichen Giiter oder die Lehre vom Haufe 
und vom Gewerbe. Die zweite Halfte des zweiten Bandes wird demnachst er- 
scheinen und die Verkehrslehre der geistigen Giiter, namentlich die Kunstlehre 
oder Aesthetik enthalten. 

Die Biicher find fo gearbeitet, dass jedes Buch einzeln kauflich und fiir 
jeden Gebildeten verstandlich ist, ohne Vorkenntnisse vorauszufetzen; zahlreiche 
Abbildungen bieten Anschauung und erleichtern das Verstandniss. Die unent- 
behrlichen mathematischen Rechnungen find in die Anmerkungen verwiefen. 
Die Schrift des Werkes ist gros und deutlich} die Anmerkungen find in der 
Schrift diefes Prospektes gedruckt. Jedes Buch ist mit eignem Vorworte und 
mit eignem Register verfehen. 



B. OraJismann Die Menschenlehre oder die Anthropologie 

(XXIV. 432 Seiten mit 89 Zeichnungen) 8vo Stettin 1884 Preis 7 M. 

Eine wissenschaftliche Menschenlehre ist nur dann moglich, wenn die Frage 
entschieden ist, ob es eine geistige Freiheit des Menschen giebt, und wenn die 
Gefetze diefer Freiheit foweit gefunden find, dass die Grenze der Freiheit be- 
stimmt ist, und alle Tatigkeiten des Menschen aus den Gefetzen der Freiheit ab- 
geleitet werden kdnnen. 

Der Verfasser erkannte schon, als er 1834 bis 1838 auf der Univerfitat 
studirte, dass es eine menschliche Freiheit gebe und dass es ohne eine folche 
Freiheit weder ein Wissen, noch eine Sittlichkeit, weder eine Erziehung, noch 
eine christliche Religion mit der Lehre von der Sttnde und von der ErloTnng 
geben kann*, aber die Gefetze der Freiheit konnte er nicht finden, foviel er iich 
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auch bemiihte*, ebenfowenig konnte er trotz eifrigsten Studiums der Phyfiologie 
und Pfychologie zu einem Verstandnisse der menschlichen Tatigkeiten gelangen. 
Erst 40 Jahre spater ist es ihm im Jahre 1874 gelungen, das Gefetz der Freilieit 
zu entdecken und in mathematischer Formel auszudriicken, und erst in dcm 
folgenden Jahrzehnt ist es ihm gelungen, aus jenem Gefetze, wic aus zahlreiihen 
nach neuer wissenschaftlicher, kritischer Methode angestellten Beobachtungen und 
Verfuchen auch die wissenschaftliche Erkenntniss fur die Sinnesaufnahme und 
Vorstellung, fiir die Erinnerung und die Gedachtnisskunst, fiir Sprache und 
Denken, wie fur kdrperliche Bewegungen und Gefiihle, fiir kOrperlichc und 
geistige Gewandtheit und Meisterschaft abzuleiten. Alle bisherigen Phyfiologien 
und Pfychologien befinden fich hier noch in grSbsten Irrlehren und Aberglauben 
und haben von den geistigen Vorgangen im Menschen gar keine Ahnung. 

Der Verfasser beweif't in dem vorliegenden Werke zuerst ausfiihrlich und 
unter Widerlegung der Gegner, dass es eine Freilieit giebt, und stellt das GefcU 
der Freiheit in Lehrfatz und Formel auf*, dann beweif't er, dass das Geistes- 
wefen des Menschen im Seelcnkerne des mittlern Hirnes (in der pons) feinen Sitz 
hat und von hier aus durch die Nervenfibern den ganzen Menschen beherrscht. 
Der Verfasser unterscheidet hierbei vier Gebiete: den ausern Leib als Sitz der 
Sinne und Bewegungen, die beiden Bregen (das cerebrum) fiber dem Zelte als Sitz 
des Gedachtnisses, das Hirn (medulla oblongata) und das Hinterhirn (cerebellum) 
beide unter dem Zelte, letzteres die Quelle der geordneten Bewegungen fiir den 
Leib, ersteres die Quelle der Denktatigkeiten fiir die Bregen. In jedem diefei 
Gebiete unterscheidet er vier Arten von Nervenfibern: die Aderfibern, die Errege 
fibern, die Bewegungsfibern und die Empfindungsfibern und weift fiir jede diefer 
Arten die Ursprungszeile, das Endgewebe und die Wirkung derfelben nach. 
Ebenfo findet man in diefem Werke zuerst den Nachweis, wie die Vorgange in 
der Nervenfiber verlaufen, woher der Nervenstrom stammt und feine Kraft ge- 
winnt, wie schnell er verlauft und welches feine Wirkung im Endgewebe ist. 
Ueberall musste der Verfasser hier die Irrlehren der bisherigen Phyfiologie 
(fowohl die elektrische Theorie, wie die Pfychophyfik, Beide auf groben Irrtiimern 
beruhend), widerlegen. Aus dem Zufammenwirken diefer vier Arten von Nerven- 
fibern ergeben fich dann die einzelnen Tatigkeiten des Menschen. 

Der Verfasser behandelt nun zunachst die Muskelbewegungen und Sinnes 
eindriicke des ausern Leibes ; er weift dabei wiederholt auf die Arbeit in feinem 
Tierleben zuriick. Hier im Tierleben und in der Menschenlehre ist zum ersten 
Male ein klares wissenschaftliches Bild gegeben von den Wirkungen der Nerven- 
fibern auf die Bildungszellen und auf die Muskelfaferchen, auf die Art, wie die 
Kiirzung der Muskeln und durch das abwechfelnde Spiel der Gegeninuskeln die 
Bewegungen der Glieder entstehen. Bei den Sinnesaufnahmen erhalten wir ebenfo 
ein anschauliches Bild der Vorgange; auch hier muss ten namentlich beim Auge 
mehrfache Irrlehren der neuern Phyfiologie widerlegt werden, welche alien Be- 
obachtungen widersprechen. 

Demnachst wendet fich der Verfasser zu den Vorg&ngen in den beiden 
Bregen (dem cerebrum), dem Sitze des Gedachtnisses. Er weift hier zuniichst 
den Verlauf der Nervenstrange und die Arbeit derfelben, dann die Verzweigung 
der einzelnen Nervenfibern durch wiederholte Zwischenzellen nach, so dass zu 
jeder der 10000 Millionen Wahrzellen in jeder Bregenhaube ein Zweig hinfuhrt. 
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In diefen Wahrzellen ist nun der Sitz der im Gedachtnisse aufbewahrten Sinnes- 
eindriicke, aber in der einzelnen Wahrzelle ist nicht etwa das Bild einer Land, 
schaft, nicht etwa ein ganzes Gedicht aufbewahrt, fondern nur ein einfacher 
Eindruck, z. B. eine Farbe, ein Laut, und der Verfasser weift nun nach, wie 
aus diefen einfachen Eindriicken die Erinnerung an eine Landschaft, an ein 
Gedicht entsteht und folange fest vor der Seele stehen bleibt, als der Mensch 
es will, ja dem Menschen erlaubt, iiber dies Bild, z. B. tlber eine mathe- 
matische Figur stundenlange Betrachtungen anzustellen. -AUe die Phantafien 
der bisherigen Pfychologen verschwinden hier; man folgt Schritt ftLr Schritt 
den Vorgangen, iieht genau, wie das Gedachtniss arbeitet und durch 
Uebung fo erstarkt, dass es zuletzt fast unbewusst die grflsten Leistuugen voll- 
bringt. Kein Lehrer kann (und dies ist dem Verfasser aus Lehrerkreifen wieder- 
holt bestatigt) richtig unterrichten und leicht (man mochte fagen spielend) den 
Kindern den Gedachtnissstoff beibringen, der diefe Vorgange nicht kennt. 

Das Hinterhirn bildet ebenfo das Lager fur die Uebungen und Fcrtigkeiten 
der Leibes- and Handbewegungen-, auch hier weift der Verfasser den Verlauf 
der Vorgange bis ins Einzelne nach. Beim Hirne kommt nun der Verfasser 
endlich zu den Vorgangen des Bewusstfeins und feines wechfelnden Spieles. 
Auch hier lernt man die Vorgange bis ins Einzelne hinein kennen. Kein Lehr- 
buch der bisherigen Phyfiologie und Pfychologie hat von alien diefen Vorgangen 
auch nur die geringste Ahnung oder irgend ein Verstandniss. 

In der zweiten Halfte der Menschenlehre giebt dann der Verfasser die 
Tugendlehre. Er weift hier die Stufen der Entwicklung und der Entartung 
nach, denen der Mensch verfallen kann und zeigt, wie ein frisches und frohes, 
kraftiges und arbeitfames Leben fern von jeder monchischen Entfagung und. 
Tragheit den Menschen zum Ziele weitcrer und weiterer Vervollkommnung 
fiihren kann und foil. 

Die Tugendlehre zerfallt in vier Abschnitte: in Genusspflege mit Nahrungs- 
leben, Atmung, Geschlechtsleben und Gefuhl, in Arbeitspflege mit Muskelarbeit, 
Handarbeit, Sprache und Aufficht, in Gestaltungspflege mit Gestaltung der Vor- 
stellungen, der Ideale, der Gedanken und der Gebiete, und in Bewusstfeinspflege 
mit Wahrheits-, Sch5nheits-, Rechts- und Gottesbewusstfein. 

Doch es ist unm5glich in kurzem Prospekte den reichen Inhalt des Werkes 
auch nur annahemd darzulegen, dessen Studium jedem Lehrer und Arzte, jedem 
Richter und Staatsmanne, ja jedem Gebildeten dringend empfohlen werden kann. 
Dasfelbe ist fo geschrieben, dass es jeder Gebildete verstehen kann, fofern er 
vorurteilsfrei und unbefangen an das Buch herantritt und es verstehen lernen will. 

TEL Ctrassmann Die Verkehrslehre der kSrperllchen Oftter 
oder die Lehre vom Kaufe and die Lehre vom Ctewerbe 

(IX. 396 Seiten mit 55 Zeichnungen) 8vo Stettin 1890. Preis 6 M. 

Die Verkehrslehre oder Guterlehre hat die Aufgabe, den gegenfeitigen 
Verkehr der Menschen in der Gefellschaft und die in dem Verkehre ausgebildete 
Gefellschaftslitte darzustellen. Die Gefellschaft der Menschen ist es ja, fiir welche 
der Mensch lebt, und durch welche er Sprache und Sitte, Gemeinfinn und Liebe 
lernt. Diefer Verkehr ist teils ein unmittelbarer Menschenverkehr, teils ein 
mittelbarer Giiter- oder Sachenverkehr. Den in der Menschenlehre und zwar in 
der Tugendlehre aufgesteliten vier Abschnitten entsprechend hat auch der Ver- 
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kehr vier Sph&ren: Haus, Gewerbe, Kunst und Wissenschaft. Schon Schleier- 
macher hat diefe vier Spharen in feinem philofophischen „Entwurf eines Systems 
der Sittenlehre" Berlin 1835 richtig unterschieden. In der vorliegenden Ver- 
kehrslehre find das Haus und das Gewerbe behandelt. 

Das Haus ist das Verkehrsgebiet fur das Genussleben oder fur das Leben 
der Geweide-, jeder Mensch findet im hauslichen Kreife die Statte der Erholung 
und der Geniisse. Im Haufe isst und trinkt der Mensch, hier ist alfo die StStte 
des Nahrungslebens*, im Haufe ruht und schlaft er, im Haufe findet er die Er- 
holung, hier weilt er die langste Zeit, hier ist alfo auch die Statte des Atem- 
lebens*, im Haufe ist aber auch die Statte fur die Fortpflanzung und Erziehung 
der Gattung, hier ist die Statte fur das Geschlechtsleben; im Haufe ist endlich 
auch die Statte des gemutlichen Verkehrs oder des Gefuhlslebens. Das Haus 
ist mithin das erste Gebiet des Verkehrslebens, welches die Bafe bildet fiir alle 
folgenden Verkehrsverhaltnisse. Aber wie wichtig das hauslichc Leben auch ist, 
feit Aristoteles hat es keine wissenschaftliche Bearbeitung gefunden. Der Ver- 
fasser war hier alfo ohne jede Vorarbeit} dennoch ist die Lehre vom Haufe fiir 
jeden Menschen von groster Wichtigkeit; ein Verstos gegen die Gefetze des 
hauslichen Lebens kann das ganze Gliick der Menschen zerstoren*, im Haufe ist 
die Geburts- und Erziehungsstatte fiir das ganze Leben. 

Der Verfasser behandelt zunachst in der Ehe das Verhaltniss von Mann 
und Frau, die Art, wie jeder von beiden Teilen den andern erganzen foil, und 
geht dann auf die Giiter des Haufes, auf Bau und Einrichtung der verschiedenen 
Teile der Wohnung ein. — Demn&chst behandelt er in der Heime das Ver- 
haltniss der Eltern zu den Kindern, die Geburt des Kindes, die Pflege des Saug- 
lings und des Kindleins bis zum fechsten Lebensjahre und die Erziehung, die 
leibliche wie geistige Entwicklung tind fittliche Bildung in diefer Zeit vor der 
Schule. — Dann folgt die Schule und nach der Schule die Zeit des gefelligen 
Verkehrs, die Zeit der Freundschaft und die Zeit der erwachenden Neigung 
und Liebe, die schonste Zeit des jugendlichen Lebens. 

Das Gewerbe ist das Verkehrsgebiet fiir das Arbeitsleben des Menschen 
oder fiir das Leben des Leibes mit feinen Muskeln und den hohern Leibesfinnen. 
Der gr5ste Teil der Menschen findet im Arbeitsleben oder im Gewerbe die 
Quelle feiner Einkiinfte zum Leben oder feines Erwerbes. Im Gewerbe werden 
die kSrperlichen Giiter hergestellt fiir das gemeinfame Leben der Menschen, in 
der Form, wie die Menschen fie gebrauchen. Das Gewerbe ist daher die zweite 
Stufe des Verkehrslebens, welche die hohern Stufen desfelben, die Kunst und 
die Wissenschaft, uberhaupt erst mftglich macht. Eine Kenntniss der Gefetze 
diefes Gewerbelebens ist fiir jeden Gewerbtreibenden und fiir jeden Gebildeten 
unerlasslich; dennoch ist diefe Lehre bisher ganz unbearbeitet geblieben. Es 
bedurfte hier einer praktischen Kenntniss aller Zweige der Gewerbe und zu- 
gleich einer umfassenden technischen Vorbildung. Der Verfasser hat durch be- 
fondere Gunst des Schickfals diefe praktischen Kenntnisse fich erworben, hat 
die Gewerbelehre ausgearbeitet und die anerkennendsten Ur teile der Presse iiber 
diefe Arbeit erhalten. Die Gewerbelehre zerfallt in vier Abschnitte: Geschaft, 
Gewerk, Kauf- und Welthandel. 

Das Geschaft ftihrt uns in das Comtoir oder Geschaftszimmer mit den 
Gehiilfcn des Geachaftes und der Buchfiihrung. Der Verfasser legt hier die 
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Form einer ganz kurzen und dabei doch erschftpfenden Buchfiihrung vor, welche 
bei kiirzestem Zeitaufwande die genaueste Ueberiicht bis ins Einzelnste gestattet. 
— Beim Gewerk entwickelt der Verfasser zunachst die Gefetze der Warme 
und Arbeit, weift die gegenwftrtig herrschende furchtbare Vergeudung der 
Kohlen auf alien Gebieten der Gewerbe nach, behandelt dann die Werkzeuge 
und die Ausbildung der Lehrlinge, die Maschinen. Raderwerk, Riemscheiben, 
Pumpen und Dampfmaschinen, deren Theorie er eingehend mit Anleitung zur 
Bereohnung derfelben mitteilt. Er behandelt dann kurz den Bergbau, wieder 
mit Anleitung zur Berechnung hochst eingehend den Hausbau, dann kurz den 
Erzbau mit Schmiede, den Waldbau mit Mobelbau, und geht dann hftchst aus- 
fuhrKch auf das wichtigste Gewerbe, auf den Ackerbau, die verschiedenen Wirt- 
schaftsweifen desfelben und auf die Viehzucht ein und weift auch hier die 
furchtbaren Fehler der jetzigen Wirtschaft nach, welche den Preis der Lebens- 
mittel fo entsetzlich gesteigert haben und Unfegen und Unfrieden in weiten 
Kreifen verbreiten. Mit der Verarbeitung der Rohstoffe diefes Gewerbes scaliest 
die Lehre des Gewerkes. — Der Kauf, der dritte Abschnitt des Gewerbes, 
giebt die Lehre von dem Verkaufe der gewonnenen Waaren. Zuhiichst die 
Lehre von Mas und Gewicht, von Geld und Geldwerten, von Wegen und 
Strasen, von Fliissen und Kan&len, Eifenbahnen, Posten und Telegraphen, 
dann die Lehre von Speicher und Kaufladen, vom Kaufverkekr, vom Preife der 
Waren und den grosen Schwankungen desfelben, nachgewiefen am Preife des 
Getreides von 1621 bis 1881, und vom Markte. — Der We It hand el beginnt 
mit dera Schiffsbau, den Masten, der Takelung, dem Tauwerk, den Segeln der 
Schiffe und mit dem Fortschritte der Schifffahrt durch Einfiihrung der Dampf- 
schiffe; er fiihrt uns dann auf den Handelsstrasen quer durch die Meere, auf 
den Weltbahnen der Erde quer durch das Festland der Erde und lehrt uns 
den Weltverkehr kennen mit den Wertpapieren: Wechfeln, Geldscheinen, Pfand- 
briefen und mit den Handelsgefellschaften, namentlich Aktiengefellschaften. Das 
Bach schliest endlich mit den Entwicklungsphafen der grosen Handelsgeschafte. 
Nur wer fich eine klare Einficht in alle diefe Verh&ltnisse erwirbt, kann 
fich ein Urteil bilden iiber das jetzige Gewerbeleben und liber die Krifen, welche 
dasfelbe zeitweife erschattern, 
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von 

Hobert Ghrassmann. 

Zwei Bande (XVIII. 1139 Seiten mit 129 Zeichnungen) 8vo. Stettin 1890. 

Preis 18 M. 



Die Wissenschaft der Staatslehre befindet fich zur Zeit noch in einem fehr 
unvollkommenen Zustande. Die Staatslehrer haben in den meisten Zweigen des 
Staatswefens keine Ahnung davon, wie man wissenachaftliche Beobachtungen und 
Verfache anstellen und aus diefen durch Rechnung und kritische Prttfung Ge- 
fetze ableiten kann und muss; Re bewegen fich nur in den Prinzipien und den 
Phrafen der Parteipolitik oder der gegenwartig herrflchenden Anfichten. In den 
wenigen Zweigen der Staatslehre, wo man die strengen Methoden der neuern Natur- 
wissenschaften angewandt hat, fo namentlich im Militarwefen Preusens, da verdankt 
man diefer Anwendung die glanzendsten Erfolge. Preusen verdankt denfelben 
die neuen Hinterlader wie die neuere Taktik und damit die glftnzenden Siege 
von 1864, 1866 und 1870/71-, es hat dadurch Deutschland geeint und ist die 
erste Macht Europas geworden. Das Geschrei der Parteien ist im Militarwefen 
vor diefen Siegen der Wissenschaft ver3tummt. 

In alien andern Zweigen des Staatswefens, wo man noch nicht zur An- 
wendung der strengen Methode der Naturwissenschaften gelangt ist, herrscht da- 
gegen auch heute noch Unwissenschaftlichkeit und Parteistreit, unter dem die 
Staaten furchtbar leiden, und Umwalzungen der gefahrlichsten Art nicht felten 
die Folgen diefer Zustande find. 

Die vorliegende Staatslehre will auch in diefen Zweigen des Staatswefens 
die strenge Methode der Naturwissenschaften einfuhren, dadurch die Staaten aus 
den bisherigen teils mittelalterlichen, teils revolutionarcn, unreifen und ver- 
worrenen Zustanden befreien und Re zu einer fichern Entwicklung auf wissen- 
schaftlicher Bafe iiberfiihren. Die'grosen Fehler, welche jetzt noch in den ein- 
zelnen Zweigen des Staatswefens herrschen, werden in den einzelnen Zweigen 
der Staatslehre, in der Staatspflege, in der Finanzpflege, in der Polizeipflege und 
in der Rechtspflege, fowie in der Bildungspflege und in der Wirtschaftspflege 
ihre eingehende Besprechung finden, auf welche hier verwiefen werden kann. 
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Dort werden audi die Wege nachgewiefen werden, auf denen diefe Fehler ver- 
mieden und eine gefunde Staatsverwaltiing hergestellt werden kann. Jedenfalls 
muss der jetzige Weg verlassen werden. Die Geschaftsleute fiihlen iich belastet 
und gedriickt und machen den Staat dafiir verantwortlich-, die Arbeiter find in 
Noth und fuchen ihr Heil in sozialistischem Schwindel; alle Biirger des Staates 
haben unter dem Wust der Gefetze das Gefiihl der Unficherheit desRechtes und 
die Beamten des Staates stehen dem gegenuber ratios da und wissen nicht zu 
helfen. Wenn das vorliegende Werk hier Hiilfe bietet, wie der Verfasser dies 
verspricht, fo ist es Pflicht aller Staatsmanner, dies Werk zu studiren. Sie 
werden dann entweder dem Verfasser, wenn fie es kftnnen, Fehler nachweifen, 
oder, wenn fie wirklich Abhiilfe fiir die Uebelstande finden, dies anerkennen 
mtissen. Alle Lefer aber werden in dem Buche, welches von verschiedensten 
Seiten die grOsten Anerkennungen gefunden hat, mannigfache Belehrungen, bez. 
Anregungen finden. Der Verfasser, dem es bios auf die Sache ankommt, ist 
feinerfeits gerne bereifc, Irrtumer oder Mangel, wenn fie ihm nachgewiefen werden, 
anzuerkennen-, andrerfeits wird er aber auch um der Sache willen unberechtigte 
Angriffe wissenschaftlich zuriickweifen und widerlegen. 

Die vorliegende Staatslehre umfasst zwei Bande, jeden mit vier Zweigen: 

Erster Band : Die Rechtslehre mit der Staatspflege, Schatzpflege, Schutz- 
pflege und Rechtspflege. 

Zweiter Band: Die Reichslehrc mit der Bildungspilege, Wirtschafte. 
pflege, Wehrpflege und Reichspflege. 

Jeder Band ist einzeln kauflich und fiir jeden Gebildeten verstandlich 
geschrieben ohne befondere Kenntnisse vorauszufetzen. 



R. Ctrassmann Die Rechtslehre. Enthaltend die Staatspflege, die 
Schatzpflege, die Schutzpflege und die Rechtspflege. (XI. 493 Seiten) 8vo 
Stettin 1890. Preis 8 M. 

Die Rechtslehre, der erste Teil der Staatslehre, behandelt die Lehre 
von den Rechten des Staates den Biirgern gegenuber und von den Rechten der 
Burger dem Staate gegenuber. Alle Staaten zeigen uns hier die bedenklichsten 
ja gelahrlichsten Fehler in der Gefetzgebung. Gefetze in folcher Zahl, dass fie 
kein Biirger kennt oder auch nur kennen kann, und eben deshalb in der Form 
und im Inhalte fo unreif, unklar und verworren, dass man kaum weis, was gilt 
und oft nicht wissen kann, wie ein Gefetz auszulegen ist und noch weniger, wie 
es vom Richter wird ausgelegt werden. Darunter viele Gefetze, welche die 
freie Entwicklung hemmen, und auf anderer Seite Mangel an Gefetzen, wo diefe 
erforderlich find. Und alle diefe Gefetze gegeben, ohne dass die gefetzgebenden 
Beamten klare Prinzipien ttber die Gefetzgebung, ohne dass fie Uebung in Be- 
obachtungen und Verfuchen nach der Method e der Naturwisscnschaften haben, 
ohne dass &e logische Scharfe und mathematische Bildung befitzen, nach welcher 
(lq berechnen kttnnen, wie ein Gefetz wirken wird, obwohl ohne diefe Bildung 
gute Gefetze ganz unmOglich find. So gut der Fabrikant, bei dem eine Dampf- 
maschine von 100 Pferden Kraft bestellt wird, die Garantie ubernehmen kann 
und muss, dass die zu liefernde Maschine diefe Kraft befitzen wird, ebenfo gut 
muss auch der gefetzgebende Beamte, bei dem ein Gefetz von vorgeschriebener 
Wirkung bestellt wird, die Garantie ubernehmen k&nnen, dass das zu liefernde 
Gefetz diefe Wirkung auch wirklich befitzen wird. Kann er diefe Garantie nicht 
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iibernehmen, fo blcibe er von der Gefetzgebung fern. Von den jetzigen gefetz. 

gebenden Beamten hat keiner eine folche Vorbildung. Der jetzige traurige Zu- 

stand der Gefetzgebung ist die notwendige Folge diefer mangelnden Vorbildung. 

Es wird erlaubt fein, an einigen Beispielen zu zeigen, wie auserordentiich 

fehlerhaft die Gefetze in alien Zweigen des Staatswefens gegenwfirtig noch find. 

Die Rechtslehre muss zunachst wissenschaftlich die Fragen beantworten: 

1, wieweit muss und darf der Staat die Freiheit der Burger durch Gefetze ein- 

schranken und % welches muss die Form und die Zahl diefer Gefetze fein. Der 

Verfasser beantwortet in diefem Buche diefe Fragen alfo: 1, der Staat muss die 

Freiheit der Burger foweit durch Gefetze einschranken, als dies zum gedeihlichen 

Zufammenleben der Burger notwendig ist} noch weiter die Freiheit zu be- 

schr&nken, ist er nicht berechtigt und 2, die Form und Zahl der Gefetze muss 

fo beschaffen fein, dass jeder Burger genau wissen kann, was gefetzlich verboten, 

was erlaubt ist; Unkunde der Gefetze entschuldigt nicht. Daraus folgt: Jedes 

Gefetz muss verstandlich und klar, jeden Zweifel der Auslegung ausschliesend, 

die Zahl der Gefetze eine fo beschrankte fein, dass jeder Burger alle Gefetze 

kennen kann. Jeder Staat, der diefe Forderung nicht erfullt, handelt unfittlich- 

Zur Zeit existirt nun kein Staat, der diefe Forderungen erfullt hat. In 

Preusen z. B. erscheinen jahrlich in Gefetzesblattern, Amtsblattern, Kreisblattern 

u. f. w. 7500 Bogen mit Gefetzen oder rechtsverbindlichen Verordnungen, in 

einem Menschenalter von 40 Jahren alfo 300,000 Bogen. Niemand kann alle 

diefe Gefetze kennen, und in der Tat kennt &e auch Niemand. Und entsprechend 

steht es in alien Staaten. Die Forderung, dass jeder Burger die Gefetze kennen 

folle, ist alfo eine unmftgliche und deshalb unfittliche. 

In alien Staaten find gegenwartig die gefetzgcbenden BehOrden unreif zur 
Gefetzgebung, die Gefetze daher unklar, zweideutig, wohl felbst einander wider- 
sprechend und verworren, ohne klare Prinzipien und leitende Gedanken, in 
alien Teilen an grosen Mangeln leidend. Verhaltnissmasig am besten noch altere 
Arbeiten, wie das preusische allgemeine Landrecht und der franzOfische code 
Napoleon. Am schlechtesten die Arbeiten der Landtage, wo grosenteils halb- 
gebildete, in Parteianficht befangene Redner das Wort fdhren. Am schadlichsten 
aber die Arbeiten, welche dem einen Volke das Recht und die Sitte eines 
fremden Volkes auflegen wollen, und damit die eigne Volksfitte verderben. In 
diefer Beziehung find die neuesten deutschen Gefetze hSchst bedenklich, &q 
bilden meist nur freie Ueberfetzungen des code Napoleon ins Deutsche. So 
haben wir in Deutschland jetzt franzoilsches Recht nach dem code Napoleon mit 
fast alien feinen Schattenfeiten, der willkiirlichen Auslegung der Gefetze durch 
die Richter, ohne jede Kontrole, ob diefe Auslegung auch dem Gefetze entspricht. 
Hiermit aber wird die Freiheit der Bttrger nicht nur durch die Gefetze be- 
schrankt, fondern auch Freiheit und Ehre durch die Willktir der Richter ge- 
fahrdet, ohne dass es irgend eine Hiilfe gegen diefes Uebel giebt. Das Rechts* 
bewusstfein der Biirger wird hierdurch auf das Tiefste verletzt. Die Bttrger 
fttgen fich dem Richterspruche, den fie fiir ungerecht erachten, innerlich grollend, 
und verlieren damit das Vertrauen zum Staate. Staat und Recbtswissenschaft 
leiden furchtbar unter diefem Uebel. 

Der Verfasser verlangt hier eine vOllige Umkehr der Staaten: Ein streng 
wissen8chaftlich verfasstes, eindeutiges, kurzes Gefetzbuch, nicht langer als das 
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Nene Testament, welches al!e Gefetze des Staates umfasst, und ein ebenfo kurzes 
Regelbuch fur die Ausfiihrung der Gefetze. Dazu eine strenge Auslegung nach 
den Gefetzen. Wenn in einer Sache zwei verschiedene Auslegungen vorkommen, 
fo muss eine strenge Unterfuchung durch einen Gefetzeshof stattfinden, ob das 
Gefetz zweideutig, oder ob einer der Beamten bez. Richter das Gefetz falsch 
ausgelegt hat, und im erstern Falle Verbesserung des Gefetzes, im zweiten Riige 
des Richters erfolgen, in beiden Fallen aber die freieste ErOrterung der Frage? 
eintreten, wie das Gefetz auszulegen, bez. zu gcstalten feij jede Anslegung gegen 
den Wortlaut foil ausgeschlossen fein. Nur dann kann die Rechtslehre kiinftig 
wieder eine Wissenschaft werden. Sind dann die gefetzgebenden Beamten iiber- 
dies nach Art der Naturforscher in Beobachtungen und Verfuchen geiibt, fo 
wird die Rechtslehre in alien Gefetzen streng wissenschaftlich werden. Was in 
alien diefen Beziehungen jetzt schon erreicht werden kann, das zeigt uns das 
vorliegende Buch in feinen vier Zweigen. 

In der Staatspflege behandelt der Verfasser zunachst die Formen des 
Staates, dann die Gliederung des Staates einerfeits nach Provinzen, Kreifen und 
Be/irken, wie andrerfeits nach Zweigen oder Ministerien und bespricht dann 
Bildung, Zahl und Verantwortlichkeit der Beamten, und Wahl, Ordnung und 
Befugnisse der Volksvertretungen. In alien diefen Zweigen weif t er die groben 
Fehler nach, welche hier noch in den Staaten begangen werden, und zeigt, wie 
die Abhiilfe zu schaffen ist. Auf dem Lande fehlt es gegen wartig noch ganz an 
einer guten Organifation, ja felbst noch an Vorschlagen zu einer folchen und ist 
die Not der Land wirte und der Mangel an Arbeitern die notwendige Folge diefe* 
Uebels. Der Verfasser fordert die Einteilung der Kreife in Bezirke von 75 km 
oder von ca. 5000 Menschen, welche in der Mitte des Bezirkes, im Flecken 
wohnen, und im Sommer nach alien Orten zur Arbeit gehen. In dem Flecken 
aber (der durch eine Lokalbahn an das Bahnnetz angeachlossen fein fo 11 , was 
jetzt vom Staate leicht ausgefuhrt werden kann) Kirche, Schulen und Fabriken, 
welche wahrend der Landarbeiten geschlossen, den Arbeitern fiir die aw 1 em 
Zeiten des Jahres lohnende Arbeit geben. — In den Staaten ist jetzt namentlich 
in den Regierungen . ein Ueberfluss an beratenden und berichtenden, alei* nicht 
tatenden und eingreifenden Beamten, wie dies bei einer verworrenen Gelctz- 
gebung nicht anders fein kann, dagegen fehlt es auf dem Lande an den erforder- 
lichen Beamten. Der Verfasser fordert hier fiir jedes der acht Ministerien auf 
jeder Stufe, d. h. in jeder Provinz, jedem Kreife, jedem Bezirke einen tatenden, ver- 
antwortlichen Beamten,. ganz entsprechend, wie es in der Post und im Militar 
ist. An der Zahl der Beamten wird dann gespart, aber unendlich mehr geleistet. 
Ebenfo fordert er fiir die Volksvertretungen ganz andere Wahlen, Rechte und 
I^flichten. 

Im Finanzwefen oder in der S chat zpf lege fordert der Verfasser gleich- 
falls vollige Umkehr. Jetzt verwalten Juristen die Finanzen, welche weder von 
Beobachtungen und Verfuchen nach Art der Naturwissenschaften, noch von 
hbhereiv Mathematik irgend eine Idee haben und daher unfahig find, die Finanzen 
zu verwal.ea. Wahrend der Staat nur foviel Steuern auflegen darf, als zhr Er* 
haltung des Staates schlechthin notwendig find, werden jetzt, schuld diefer 
Juristen, die Volker mit zahlreichen driickenden Steuern belastet, geplagt, wohl 
felbst hart bedi'iickt. Der Verfasser weift nun streng wissenschaftlich nach, dass 
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in den durch Schulden nicht uberbiirdeten Staaten, fo namentlich in Deutschland 
alle Abgaben, direkte wie indirekte, aufgehoben werden kttnncn, wenn man das 
Finanzwefen durch wissenschaftlich vorgebildete Finanzmanner leiten lasst und 
die Tabakregie einfuhrt. Wenn aber dies geschehen wird, dann wird die Be- 
geisterung fur ein einiges Deutschland in ungeahnter Weife hervorbrechen, und 
wird es fur etwaigc Kriege an Geldmitteln nie fehlen. 

Das Polizeiwefen oder die Schutzpflege erfordert nach dem Ver- 
fasser eilie ganz neue Gestaltung. Dasfelbe umfasst nach dem Verfasser vier 
Unterzweige.: Heilpflege, Sicherungspflege fiir die kflrperlichen Giiter, Strafpflege 
zum Schutze gegen Uebertretungen und Verbrechen und Armenpflege fiir Waifen, 
Witwen, Alte und Verarmte. Der Verfasser weif t auf jedem diefer Gebiete die 
jetzigen grosen Fehler nach und zeigt, wie denfelben grttndlich abgeholfen 
werden kann und muss. 

Das Justiz-we-fen oder die Rechtspflege ist in den allgemeinen Be- 
trachtungen der Rechtslehrc bereits besprochen Und kann hier darauf verwiefen 
werden. 

R. Oranmann Die Reichslehre. Euthaltend die Bildungspflege, die 
Wirtschaftspflege, die Wehrpflege und die Rcichspflege (VII. 646 Seiten mit 
120 Zeidinnngen) 8vo. Stettin 1890. Preis 10 M. 

Die Reichslehre, der zweitc Teil der Staatslehre, behandelt die Be- 
ziehungen des einen Staates zu den andern Staaten der Erde; lie stellt iich auf 
den allgemein menschlichen Standpunkt, der die ganze Menschheit und die ganze 
Erde umfasst. Der Staat muss hier in Konkurrenz mit alien andern Staaten 
treten und in Bildung, in Technik, in Wehrverfassung und in Handel feine 
Tiichtigkeit und ; feine Macht entfalten. Hier ist es die Pflicht jedes Menschen 
fiir fein Vaterland in Zeiten der Not Alles: Leben wie Giiter einzufetzen und 
zum Opfer zu brihgen*, ebenfo aber ist: es auch die Pflicht des Staates Alles zu 
tun, um jedem Nahrung und Bildung, Wohlstand und Geiittung zu geben. Kann 
er das nicht, fo beweist dies, dass die Verwaltung des Staates eine schlechte ist und 
muss der Staat dieselbe andern. Alle Revolutionen und EmpQrungen- der Neuzeit 
find" alleih die Folgen der ganz fehlerhaften Vcrwaltungen der Staaten, welche 
auf unwissenschaftlicher Bafe zuruckgeblieben sind, wahrend die Natnrwissen- 
schaften und die Technik die gewaltigsten Fortschritte gemacht haben. Der 
Staat, welcher ziierst diefen alten Schlendrian aufgiebt und in Gefetzen, wie in 
Orgariifatioh und Verwaltung des Staates den streng wissenschaftlichen, auf Be- 
obachtungen und Verfuchen begriindeten Weg einschlagt, wird der erste der 
Erde fein uhd keine Macht neben iich zu filrchten haben. 

Die Bildungspflege oder das Kultuswesen behandelt die Schule und 
die geistige Ausbildung der Staatsbiirger. Solange nicht in jedem Bezirke des 
Landes von ca. 5000 Einwohnern diefe zu einem Bezirke verbunden find, in dessen 
Mitte die Bezirksschule mit 20 Klassen Bildung fiir alle schulpflichtigen Kinder 
wenigstens von 9 Jahren ab gewahrt, folange ntttzt keine Schulordnung und 
keine Verfugung, und folange noch nicht die grose Mehrzahl der Bewohner im 
Mittelpunkte des Bezirkes, im Bezirksflecken wohnt, folange kann anch von einer 
festen, von den Vatern des Bezirks geordneten Zucht und Weiterbildung der 
JJewohncr keine Rede fein. 1st aber diefe Organifation einmal erfolgt, fo beweif't 
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nun auch der Verfasser, welche bedeutenden Fortschritte dann die Bildung des 
Volkes, und auch der Wohlstand des Volkes machen muss. 

Die Wirtschaftspflege oder die National-Oekonomie der Staaten 
ist gegenwartig in Folge der fehlerhaften Organifation und Verwaltung eine 
tiberaus schlechte, und geradezu unfittliche. Die Konkurrenz, der wichtigste 
Faktor fur einen gefunden Fortschritt, ist durch diefe Fehler und durch die 
dadurch hervorgerufene Not des Lebens ganz in den Dienst eines unfittlichen 
Egoisraus, einer gemeinen Habgier gefunken. Die Gefahr durch Konkurrenz 
pliKzlich zu verarmen und trotz aller Arbeit feine Familie nicht mehr ernahren 
zu k5nnen, erhalt alle Gemiiter in Furcht und Aufregung und ist die Quelle der 
fozialdemokratischen Bewegung geworden, welche, wenn die Staaten nicht den 
Schlendrian des laisser faire verlassen, notwendig zu Ausschreitungen und 
Empflrungen fiihrcn muss. Hier wird auch dem Blinden klar, dass Hulfe geschafft 
werden muss, und hier ist es, wo fich der streng wissenschaftliche Weg, den der 
Verfasser fordert, in glanzendster Weise bewahrt. Der Verfasser weif't die 
groben Fehler nach, welche gegenwartig begangen werden, wo 40% der Be- 
VQlkerung in den St&dten keine Lebensmittel erzeugen, fondern nur verzehren, und 
den Dung, der allein die Pflanzen ernahren, und wieder neue Lebensmittel erzeugen 
kann, leichtlinnig vergeuden und in die Fliisse werfen, statt ihn in die Dammerde 
zu bringen. Bei richtiger Organifation, das be weif't der Verfasser an der Hand 
der Erfahrung, kftnnen viermal foviel Menschen leben als jetzt und muss alle 
Gefahr der jetzigen Konkurrenz verschwinden*, bei richtiger Organifation wird 
der Arbeiter auf dem Lande fiber doppelt fo viel verdienen als jetzt und ein 
fittliches und an Arbeit wie an Genuss und Bildung reiches Leben fiihren. Die 
Gefahren der Sozialdemokratie werden damit von felbst verschwinden. Doch es 
ist unmoglich in wenigen Worten zu entwickeln, welche Ausfichten der Ver- 
fasser hier eroffnet, wir mussen deshalb auf das Werk felbst verweifen. 

In der Wehrpflege oder dem Militarwesen weif't der Verfasser die 
grosen Fortschritte unfers Militarwefens nach. Hier find es nur Einzelheiten, in 
denen er weitere Fortschritte empfiehlt', namentlich behandelt er hier die Fort- 
schritte, welche eine richtigc Organifation des Landes auch auf diefem Gebiete 
hervorrufen wurde. 

In der Reichspflege oder dem Ministerium der Marine und ausern 
Angelegenheiten behandelt er entsprechend die Diplomatic und den Handel, 
die Marine und die Kolonien, und weif't auch hier die grosen Fortschritte nach, 
welche eine gute Organifation d$s Landes namentlich auch an unfern ausgedehnten 
K listen fiir den Handel und namentlich fur die Marine darbicten wird. 
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Zwci Bande, davon erschienen Band I (XXII. 257 Seiten) 8vo. Stettin 1890. 

Preia 3,50 M. 

Wenn es dem Verfasser schon fiir die Sittenlehre und Staatslehre an streng 
wissenschaftlichen Vorarbeiten fehlte, fo war dies bei der Gotteslehre uPnoch 
viel hoherm Mase der Fall. Zwar waren bereits vor ihm teils zahlreiche Religions- 
philofophien, teils zahlreiche Dogmatiken erschienen, aber leider befas keine der- 
felben einen streng wissenschaftlichen Charakter, noch konnte fie, wie wir fogleich 
fehen werden^elnen folchen befitzen. 

In der Gotteslehre follen die Eigenschaften Gottes, fein Wirken und feine 
Taten streng wissenschaftlich entwickelt werden. Gott aber 1st ein Geist. Die 
wis9enscHaftJiohQ Entwicklung der Eigenschaften Gottes ist demnach erst darm 
mflglich, wenn die Gefetze des Geistes vorher gefunden und streng wissenschaft 
ljch entwickelt find. Nun aber find diefe Gefetze erst im Jahre lriV-T'vom Ver- 
fasser aufgefunden und entwickelt; erst nach diefer Zeit konnte daher eine strenj 
wissensch af Uic he Gotteslehre dargestellt werden. Namcntlich konnte nun erst 
ein strenger T jeden Zweifel ausschliesender Beweis fiir das Dafein Gottes gegeben, 
konnten nun erst die geistigen, die ethischen nnd die gdttlichen Eigenschaften 
Gottes streng wissenschaftlich abgeleitet und die Taten Gottes wissenschaftlich 
erfasst werden. Die vor diefer Zeit erschienenen Religionsphilofopluen "mussten 
ohne fichere wissenscha|tliphe Bafc fich mehr in frommen, fubjektiven Be- 
trachtungen ergehen und auch die Dogmatiken konnten nicht zu einer streng 
wissenschaftlichen Darstellung der Lehre von Gotte, feinen Eigenschaften und 
den Gottesgeislern gelangen, 
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Selbstrcdend schliest dies nicht aus, dass es zu alien Zeiten fromme Menschen 
und von Gott bfcgeisterte Seher und Sanger gegeben hat, welche in Psalmen und 
begeisterten Schriften Gottes Wirken in der Natur und im Menschen in herr- 
lichster Weife gepriefen und dargestellt und Taufende zum Glauben und zu einem 
frommen Leben begeistert haben. Zum Glauben und zur Frflmmigkeit des 
Menschen bedarf es ja Gottlob tiberhaupt nicht erst einer strengwissenschaftlichen 
Erkenntniss Gottes; ebenfo wenig wie es zum Leben in der Natur zunachst einer 
strengen Naturwissenschaft bedarf. 

Aber nachdem auf dem Boden des Christentums nun einmal eine strenge 
Wissenschaft erwachfen ist, nachdem die auf dem Boden des Christentums 
erwachfenen Naturwissenschaften zu hochster Bliite entfaltet find und durch ihre 
Friichte in Maschinen aller Art, in Dampfschiffen und EifenbahnenJL das ganze 
menschliche Leben umgestaltet haben und taglich weiter und weiter umgestalten, 
feitdem auf dem Boden des Christentums weitere und weitere strenge Wisscn- 
schaften erwachfen find, welche auch ihrerfeits das menschliche Leben umgestalten, 
da ist es eine Not wend igkeit und eine Pflicht aller Gotteslehrer auch die Gottes- 
lehre fo streng wissenschaftliclr zu gestalten, dass lie neugestaltend in das Leben 
eingreifen kann, den Predigern des Gottesreiches aber dadurch neue und machtige 
Waffen in die Hand zu geben, um alle Zweifel befeitigen, alle Gegner der reinen 
christlichen Lehre iiberwinden und den Kampf mit den Machten der Finsterniss 
fiegreich bestehen zu konnen. 

Mit dem Glauben allein ist es nicht getan. Da stehen dem Glaubigen zahl- 
re&he Z^eifler und Unglaubige^ zahlreiche Andersglaubende und Aberglaubische 
gegeniiber. Glauben die Evangelischen an die BibeJ, fo glauben die Juden an 
Mofes*, die romisch Katholischen an die miindliche Ueberlieferung und an den 
neuesten Gotzen, den Papst, die Muhamedaner an den Koran finals an das Wort 
Gottes. Giebi es nur Glauben und keirie Wissenschaft, fo kann Niemand den 
Unglanbigen, Niemand den Papisten und Muhamedaner, Niemand einen Heiden 
widerlegen und die Unvernurift diefer aberglaubischen Lehren beweifen, fo stent 
•der evangelische -Geistliche dem cinfaltigsten Material isten, der kaum in die Vor- 
hofe (ier Natiir wissenschaft hineingefehen hat, waffenlos gegeniiber. Nur ein 
wissenschaftlich gebildeter Theologe kann die Waffen gewinnen und den, Kampf 
•fiihren, um Aber^lauSen und Unglauben jeder Art zu widerlegen und zu geifeln. 
Es ist daher die Pflicht jedes Theologen fich diefe wissenschaftliche.Bildung zu 
verschaffen.  ."Biri Theologe, der unwissend da'steht, ohne auch nur den ein- 
falttgsten Materialisten und Sozialisten widerlegen, den schwaclilichsten Zweifler 
und Spatter geifeln "zu konnen, ist warlich nicht das Ideal eines Geistlichen und 
Dienera der christlichen Itirche. 

Alle Gefetze, welche die Naturwissenschaften entdeckt haben, find Gefetze 

.Gottes, alle Entdeckungen der Naturwissenschaften zeigen uns in jedem Geschopfe 

:die Werke. feiner Hand, fiihren uns ein und' foil en uns einfiihren in die Erkenntniss 

Gottes. - Alle diefe Gefetze find Offenbarungen Gottes, in denen wir ihn und feine 

Liebe erkennen fdllen; Jeder Theologe muss diefet Gefetze, muss diefe Offenbarungen 

-Gottes kennen'-und fie •fur fein Amt benntzen konnen*, das ist feine Pflicht. Die 

Vernurtft in dem Menschen ist die Mitgift Gottes , welche er ilem Menschen 

gegeben haty urn* Gottes ^gelstige Gefetze und Tateh und in diefen fein geistiges 

Wefen erkennen zu konnen und wieder ist es die Pflicht der Theologen, diefe 



